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மாறிலி கெழுக்களைக்‌ கொண்ட. ஒருபடித்தான 
நேறியல்‌ சமன்பாட்டு தொகுப்பு. 
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பிக்கார்டின்‌ தேற்றம்‌ 
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பொதுமுறை வகைக்கெழு 
சமன்பாடுகள்‌ 





ஒரு சமன்பாட்டில்‌ ஒன்று அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 
சாரா மாறிகளை(கனித்த மாறிகளை) சார்ந்த ஒரு மாறியும்‌ 


அதன்‌ வகையீடுகளும்‌ இருப்பின்‌ அச்சமன்பாட்டை வகைக்கெழு 


சமன்பாடு என்போம்‌. இயற்பியல்‌, வேதியியல்‌, உயிரியல்‌ மற்றும்‌ 
வானியல்‌ போன்றவற்றில்‌ பெரும்பாலான இயற்கை விதிகள்‌ 
வகைக்கெழு சமன்பாடுகளாகவே அமைகின்றன. у = ТОО) 
என்பது. கொடுக்கப்பட்ட சார்பு எனில்‌ 5) ஆனது X ஐப்‌ 
பொறுத்து Ус ன்‌ மாறுபாடு ஆகும்‌. எந்தவொரு இயற்கை 
விதிமுறையிலும்‌ ஈடுபடும்‌. மாறிகள்‌ மற்றும்‌ அவற்றின்‌ 
மாறுபாடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று அடிப்படை அறிவியல்‌ 
கொள்கைகள்‌ மூலம்‌ தொடர்புடையன்‌. இந்த அடிப்படை 
அறிவியல்‌ கொள்கைகள்‌ இயற்கை. விதிமுறைகளை 
கட்டுப்டுத்துகின்றன. இந்த ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்புகளை 
கணித குறியீடுகளால்‌ விவரிக்கும்‌ போது கிடைப்பனவே 


வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌ ஆகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டாக நியுட்டனின்‌ இரண்டாவது. இயக்க 
விதிப்படி 77 நிறையுடைய аны |. и இ அக 
அப்பொருளின்‌ மீது செய 


நேர்விகிதத்தில்‌ அமையும்‌. அதாவது q ос F. விகிதமாறிலியை 
a என எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌ 


Е = ma а) 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 


நிறையுடைய பொருளானது புவியீர்ப்பு விசையால்‌ தானாக 
கீழே விழுவதாக எடுத்துக்‌ கொள்வொம்‌. இந்நிலையில்‌ 
பொருளின்‌ மீது செயல்படும்‌ ஒரே விசை ME ஆகும்‌. இங்கு 
£ என்பது புவியீர்ப்பு முடுக்கம்‌ ஆகும்‌, மேலும்‌ ஒரு குறிப்பட்ட 
உயரத்தில்‌ இருந்து, அப்பொருளானது У உயரம்‌ (தூரம்‌) 
கீழ்நோக்கி வரும்‌ போது அதன்‌ முடுக்கம்‌ “2 dy = ஆகும்‌. எனவே 
F=ma என்ற சமன்பாடு mg =m 2 என aah: அதாவது 


ay | 


| இப்போது மேலிருந்து கீழ்‌ நோக்கி வரும்‌ பொருளின்‌ மீது 
காற்றினால்‌ ஏற்படும்‌ தடுப்பு விசை. அப்பொருளின்‌ திசை 
வேகத்திற்கு நேர்விகிதத்தில்‌ இருக்கும்‌. 
இந்நிலையில்‌ பொரூளின்‌ மீது செயல்படும்‌. மொத்த விசை 
mg k Z ஆகும்‌. எனவே சமன்பாடு (1). ஆனது 





PY டமி ( 
"d S ae 0) 
என ஆகிறது. 


சமன்பாடுகள்‌ (2) மற்றும்‌ (3) ஆகியன நாம்‌ 
எடுத்துக்கொண்ட இயற்பியல்‌ செயல்முறையின்‌ முக்கிய பண்பை | 
விளக்கும்‌. வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌ ஆகும்‌. 

இது போலவே பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளும்‌ வகைக்கெழு 


சமன்பாடுகள்‌ ஆகும்‌, 


ay. rig 
+ = ky, | | (4) 
ma? = —ky; (5) 
9 தற =e; © 
dx 


ச டத 2 ட 
0-3 yo. 2х9 2+ р(р+?у= 0; дана 


Фу ау , x? — рү: 0 (9) 
vast ны p)y=0. (9) 


மேற்கண்ட சமன்பாடுகளில்‌ x அல்லது Í என்பன சாரா 
மாறிகளாகும்‌, У ஆனது x அல்லது ரீ-யைச்‌ சார்ந்த 
மாறியாகும்‌. மேலும்‌. 4,71, p ஆகியன மாறிலிகள்‌. பொதுவான 
வகைக்கெழு சமன்பாட்டில்‌ ஒரேயொரு சாரா மாறியும்‌ அதன்‌ 
பொதுவான வகையீடுகளும்‌ மட்டுமே உண்டு. 


ஒரு வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ வரிசை என்பது 
அச்சமன்பாட்டில்‌ உள்ள அதிகப்படியான வகையீட்டின்‌ வரிசை 
ஆகும்‌. மேற்கண்ட சமன்பாடுகளில்‌ (4) மற்றும்‌ (6) ஆகியவற்றின்‌ 
இன்‌ வரிசை ஒன்று . மேலும்‌ (5), (7), (8), மற்றும்‌ (9) ஆகியவற்றின்‌ 
வரிசை இரண்டு ஆகும்‌. சமன்பாடு ௫ மற்றும்‌ (9) ஆகியன 
முறையே லெஜண்டர்‌ (Legendre) - சமன்பாடு மற்றும்‌. பெசல்‌ 
(Bessel) சமன்பாடு எனப்படும்‌. 


பகுதி வகைக்கெழு சமன்பாடு என்பது ஒன்று" அல்லது 
அதற்கு மேற்பட்ட சாரா. மாறிகளையும்‌, அவற்றின்‌ பகுதி 
வகையிடுகளையும்‌ கொண்ட சமன்பாடு ஆகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டாக w= I(x, y.z,t) என்பது அண்டவெளியில்‌ 
உள்ள ஒரு புள்ளியின்‌ செவ்வக கூறுகள்‌ மற்றும்‌ காலத்தை 
பொறுத்த சார்பு எனில்‌ பின்வரும்‌ பகுதி வகைக்கெழு 


சமன்பாடுகள்‌ வரிசை இரண்டு உடைய சமன்பாடுகள்‌ ஆகும்‌. 





AVG] - 








அத்தியாயம்‌ 1 








ор வரிசை நேரியியல்‌ வகைக்கெழு 


சமன்பாடுகள்‌ 
{Second order linear differential equations) 
இரண்டாம்‌ வரிசை வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ 
பொதுவான зе n 


TY, PŽ g()y= 0) 


ஆகும்‌. Hoe. சமன்பாட்டை 
y+ PO)y'+ OO)y = R(X) x (1) 


என்ற எளிமையான வடிவில்‌ எழுதலாம்‌. இங்கு Р(х), О(х) 
மற்றும்‌ R(x) ஆகியன х-@јет சார்புகளாகவேர்‌ .அல்ல.-து 
மாறிலிகளாகவோ இருக்கலாம்‌. மேலும்‌ у" இன்‌ குணகம்‌ 1 
என்‌ எடுத்துக்‌ கொள்வதில்‌ எந்தவிதமான குறையும்‌ இல்லை. 
ஏனெனில்‌, அவ்வாறு இல்லையெனில்‌. சமன்பாட்டின்‌ இருபுறமும்‌ 
"இன்‌ குணகத்தால்‌ வகுத்தால்‌ நமக்கு у" இன்‌ குணகம்‌ 1 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. இந்த வகை சமன்பாடுகள்‌ இயற்பியலில்‌ 
முக்கிய பங்காற்றுகின்றன. குறிப்பாக இயந்திரவியலில்‌ அதிர்வுகள்‌ 
மற்றும்‌ மின்சுற்று கொள்கைகளில்‌ அதிக முக்கியத்‌ துவம்‌ 
உடையன. 


முதல்‌ வரிசை வ்கைக்கெழு சமன்பாடுகளை சூத்திரங்கள்‌ 
மூலம்‌ தீர்த்துவிடலாம்‌ என்று தவறான்‌ வழிகாட்டலுக்கு நாம்‌. 
ஆளாகக்‌ கூடாது. பொதுவாக சமன்பாடு ( ஐ தெரிந்த எளிய 


5. 


சார்புகளில்‌ மட்டுமே முழுமையாக தர்க்க முடியாது. 
இச்சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வை காண பொதுவாக முடிவிலி தொடர்‌ 
தேவைப்படுகிறது. 

இப்பாடத்தில்‌ Р(х) மற்றும்‌ О(х) ஆகியன மாறிலிகளாக 
உள்ள போது சமன்பாடு (1) ஐ தீர்க்கும்‌ முறையை விரிவாக 
காணலாம்‌. மேலும்‌ இம்முறையை உயர்வரிசை 
சமன்பாடுகளுக்கு எவ்வாறு விரிவுபடுத்தலாம்‌ என்பதையும்‌ 


காண்போம்‌. 


தேற்றம்‌ 1. Р(х), О(х)офто RO) ஆகியன மூடிய 
இடைவெளி [a,b] இல்‌ தொடர்ச்சியுடைய சார்புகள்‌ என்க. Xp 
என்பது [a,b] இல்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி மற்றும்‌ уо, У 
என்பன ஏதேனும்‌ இரு எண்கள்‌ எனில்‌ 

y" + P(x)y +Об)у = RG) 

என்ற சமன்பாடு, у(х) = Yo மற்றும்‌ у(х) = У 
என்றவாறு ஒரே ஒரு தீர்வு (x) ஐ மட்டுமே கொண்டிருக்கும்‌. 

தேற்றத்தில்‌ குறிப்பிட்ட எடுகோள்களுக்கு இணங்க 
%,€[a,b] என்ற எந்த. ஒரு புள்ளியிலும்‌ Xx) மற்றும்‌ 
У(Х) க்கு எதேச்சை மதிப்புகளை அளிக்கலாம்‌. இந்நிலையில்‌ 
சமன்பாடு (1) -க்கு இடைவளி [a,b] இன்‌ மீது ஒரேயொரு 
தீர்வு உண்டு. மேலும்‌ அத்தீர்வு கொடுக்கபட்ட புள்ளியில்‌ 
முன்னர்‌ அளிக்கப்பட்ட மதிப்பினை பெறும்‌. அதாவது [4,5] 
இன்‌ மீது சமன்பாடு (க்கு ஒருமைத்‌ தீர்வு [ஒரேயொரு தீர்வு] 
மட்டுமே உண்டு. மேலும்‌ சமன்பாடு (1) ஆனது (Xo Vo) 
என்ற குறிப்பிட்ட புள்ளி வழியாக, குறிப்பிட்ட சாய்வு Ур 


உடன்‌ செல்லும்‌. 


சமன்பாடு (1) இல்‌ உள்ள Rix) என்ற உறுப்பு மற்ற 
உறுப்புகளில்‌ இருந்து தனித்து காட்டப்பட்டு சமன்பாட்டின்‌ 
வலது. பக்கத்தில்‌ எழுதப்படுகிறது. ஏனெனில்‌. R(x) ஆனது 
சாரா மாறி У அல்லது அதன்‌ வகையீடுகளை 
கொண்டி ருக்கவில்லை. 

RX), பூச்சியத்திற்கு சமம்‌. எனில்‌ சமன்பாடு (1) இன்‌ 


வடிவம்‌ 


yY + P(x)y +0O(x)y=0 (2) 


சமன்பாடு எனப்படும்‌. R(x), பூச்சியத்திற்கு. சமம்‌: இல்லை 
எனில்‌ ஒருபடித்தான சமன்பாடு அல்ல எனப்படும்‌, சமன்பாடு 
(2) ஐப்‌ பற்றி படிக்க சமன்பாடு (1) அவசியமாகிறது. இதற்கு. 
காரணம்‌ பின்வரும்‌. தேற்றத்தின்‌ மூலம்‌ அறியலாம்‌. 

தேற்றம்‌ 2. у" + P(x)y' +Q(x)y= 0இன்‌ பொதுவான தீர்வு 
У, மற்றும்‌ Ул-РООУ +000) -R() இன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு 
சிறப்புத்தீர்வு V z எனில்‌. y +P +О()у= (х) இன்‌ 
பொதுவான தீர்வு Vet У, ஆகும்‌: 


நிறுவல்‌: ஏதேனும்‌ ஒரு வழியில்‌ சமன்பாடு (2) இன்‌ 
பொதுவான தீர்வு 9, (2, டே 2) என அறிவோம்‌. ஆனால்‌ 
அது இரண்டு மாறிலிகளை கொண்டதாக இருக்கும்‌. ஏனெனில்‌ 
சமன்பாடு (2) ஆனது இரண்டாம்‌ வரிசை சமன்பாடு ஆகும்‌. 
மேலும்‌ © ய) என்பது சமன்பாடு (1) இன்‌ நிலையான சிறப்புத்‌ 
தீர்வு ஆகும்‌, சமன்பாடு (1) இன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு தீர்வு 322) எனில்‌ 
2709-3066) ஆனது சமன்பாடு 0) இன்‌ தீர்வு ஆகும்‌. 
ஏனெனில்‌ | 


(y-y,)" + POY y,) + Q(x)(y- y,) 
=[y' + P(x)y +Q(0)y]-[ + POY, +00), | 
=R(x)—R(x)= 0 (8) 


சமன்பாடு (2) இன்‌ பொதுவான தீர்வு ற. (5,656, ) 
என்பதால்‌ 

у(х) y р (х) = У, (3 285) 

அல்லது தகுந்த 6,6, வின்‌ நேர்வுகளுக்கு இணங்க 
у(х) = y,(x;e,,c,)+ у, (х) என எழுதலாம்‌. 

சமன்பாடு (2) இன்‌ பொதுவான தீர்வு У, இன்‌ 
அமைப்பையும்‌ அதனை வெவ்வேறு வழிகளில்‌ எவ்வாறு 
காண்பது என்பதையும்‌ இனி அறிய முற்படுலோம்‌. 

எல்லா ஐக்கும்‌.3(2)-0 எனில்‌ p(x)=0 என்பது 

ஒரு படித்தான சமன்பாடு (2) இன்‌ ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. 
இத்தீர்வு அற்பத்தீர்வு எனப்படும்‌. இத்தீர்வு எந்த விதத்திலும்‌ 
முக்கியத்துவம்‌ பெற்றது அல்ல. சமன்பாடு (2) இன்‌ தீர்வுகளின்‌ 
மூலம்‌ அறிவோம்‌. 

தேற்றம்‌ З. у" +Р(х)у'+Об)у= 0இன்‌ ஏதேனும்‌ இரு 
தீர்வுகள்‌ у, (х) மற்றும்‌ У, (x) எனில்‌ oy(x)+ey(x) யும்‌ 
V+ P(x)" + O@)y=0 இன்‌ ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. இங்கு C, 
மற்றும்‌ C, ஆகியன ஏதேனும்‌ இரு மாறிலிகள்‌. 

நிறுவல்‌: V (x) மற்றும்‌ ந (x) ஆகியன 
y+ P(x)y' + O@)y=0 இன்‌ இரு தீர்வுகள்‌ என்பதால்‌ 

y+ PE + Q(x)y, -0 
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ம்ற்றும்‌ 
уз + P(x)y, + Q(X)y, -0 
ஆகும்‌. 
இப்போது 
(су £ oy) + P(x)(c,y, + оу) +О(х)(с у, 23 ஐ 
எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 


(ау +e)" +P (х) (суу 222 ) +Q(x ) (с 205 925 ) 
21-23 + o P (x), t с,Р (x); + e O(x)y, +с,0(х)у, 
=A (+ PO)Y + О()у)+е, (2 + РОУ; + ОО0У,) 

“6 (0) Эр і, | 
=. 

atest Gai. ау Tey ம்‌ y "+РОђу Яг Ox)y = -0 இன்‌ ஒரு 

தீர்வு ஆகும்‌. 


குறிப்பு : மேற்கண்ட தேற்றத்திலிருந்து நாம்‌ அறிவது 
என்னவெனில்‌ சமன்பாடு (2) இன்‌ இரு தீர்வுகள்‌ Уу மற்றும்‌ у, 
எனில்‌ அத்தீர்வுகளின்‌ நேரியச்‌ சேர்க்கை GY ty- ம்‌ 
- சமன்பாடு (2) இன்‌ ஒரு. தீர்வு ஆகும்‌. எனவே தேற்றம்‌: 3 ஐ 
பின்வருமாறு கூறலாம்‌; சமன்பாடு (2) இன்‌ எந்த இரண்டு 
தீர்வுகளின்‌ நேரிய. சேர்க்கையும்‌ அதற்கு ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. 
எனவே சமன்பாடு (2) இன்‌ ஏதேனும்‌ இரு தீர்வுகளை ஏதேனும்‌ 
ஒரு வழியில்‌ நாம்‌. கண்டுபிடிக்க முடிந்தால்‌ அதன்‌ பொதுத்‌ 
தீர்வை காணமுடியும்‌. அப்பொதுவான தீர்வு இரண்டு 


மாறிலிகளை உள்ளடக்கியது, ஏனெனில்‌ சமன்பாடு (2) என்பது 
ஒரு இரண்டாம்‌ வரிசை சமன்பாடு ஆகும்‌. 


இதில்‌ ஒரு கடினம்‌ என்னவெனில்‌ J, அல்லது J, 
'மற்றதின்‌ 

பெருக்கலாக. இருப்பின்‌, அதாவது у = ky, எனில்‌, 

CY ALY, = chy, + oy, = (ek + ej =o, 

ஆகும்‌. அதாவது பொதுவான தீர்வு ஒரே ஒரு மாறிலியை 
மட்டும்‌ கொண்டிருக்கும்‌. இதன்‌ அடிப்படையில்‌ (2) இன்‌ 
தீர்வுகள்‌ y, மற்றும்‌ y, ஆகியன ஒன்று மற்றொன்றின்‌ பெருக்கல்‌ 
இல்லையென எடுத்துக்கொண்டால்‌ cy (x) + e, y, (x) ஆனது 
0) இன்‌ பொதுவான தீர்வு ஆகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1: 
தீர்க்க: уб =е*. 

தீர்வு: у"=0 என்ற ஒருபடித்தான சமன்பாட்டை 
கரூதுவோம்‌. இச்சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான தீர்வு 2-2, என 
நாம்‌ எளிதாக அறியலாம்‌. 

அதாவது, X, (2,6,6) = cx +. ` 
"=e" இன்‌ சிறப்புத்தீர்வு g ஆகும்‌. 

அதாவது, y,(x)=e. 
எனவே, у" =е* இன்‌ பொதுவான தீர்வு 

убх) =, (56.65) + y, (2) 

=ах+с, +e. 

எ டுத்துக்காட்டு 23 

தீர்க்க: YH=Oxt+C,x என்ற வளைவரை குடும்பத்துக்கு C 
மற்றும்‌ C, - ஐ நீக்குதல்‌ மூலம்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 
காண்க. 
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தீர்வு: 
у= ахо. (1). x 
இருபுறமும்‌ x ஐப்‌ பொறுத்து வகையிட 
У =e, + 2௬% | | (2) 
மற்றும்‌ | 


y" =20,. | (3) 


А 


(2) ம்ற்றும்‌ (3) இலிருந்து, C =“; மற்றும்‌ 
=y -yY 


எனக்‌ கிடைக்கிற து. 


Сү மற்றும்‌ С, இன்‌ மதிப்புகளை (1) இல்‌ பிரதியிட 
ус(У-ух)х- 24 
2у-2ух-2ух ух 
அதாவது, xy" —2xy'+ Ly = 0. 
வதுவே தேவையான வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு ஆகும்‌. 
பயிற்சி-1 
l. பின்வருவனவற்றுக்கு சிறப்பு தீர்வுகள்‌ காண்க. 
{а) xy" +X y + xy=1: 


(с) y"—2y’=sinx 
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பின்வரும்‌ வ்ளைவரை குடும்பங்களுக்கு எதேச்சை 
மாறிகளை நீக்கி வகைக்கெழுச்‌ .சமன்பாட்டைக்‌ 
காண்க. 

(а) நத்தம்‌ 

(5). y=ce*+ce,e" 

(c). у = o, Sin kx +e; cos kx 
பூஜ்ஜியத்தை உள்ளடக்காத இடைவெளி [a,b] இன்‌ 
மீது y=cxX +c x ஆனது хоэу?-Зху-5у-0 
இன்‌ ஒரு தீர்வு என்பதை, சரிபார்‌. 
xy" -Ary + (0° +6)y = 0 மற்றும்‌ y(0) =0,y'(0)=0 
வின்‌ இரு தீர்வுகள்‌ y=x х மேலும்‌ у= О எனக்‌ 
காட்டு. இது தேற்றம்‌ 1 க்கு முரணானதா? அப்படி 


இல்லை எனில்‌ ஏன்‌ இல்லை எனக்‌ கூறவும்‌. 
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அத்தியாயம்‌ 2 





ஒரு படித்தான சமன்பாடுகளின்‌ பொதுவான 
x தீர்வுகள்‌ 
(The generalsolutions of the homogeneous equations) 
மூடிய இடைவெளி [a,b] 22 பிது வரையறுக்கப்பட்ட 
இரு சார்புகள்‌ FE) மற்றும்‌ g(x) ஆகியவற்றில்‌ ஏதேனும்‌ ஒன்று 
மற்றொன்றின்‌ மாறிலி பெருக்கமாக(திசையிலி பெருக்கம்‌. } 
அமைந்தால்‌ அவை இரண்டும்‌ [a,b] இன்‌ மீது ஒன்றையொன்று 
சார்ந்த சார்புகள்‌ என்போம்‌.. அவ்வாறு இல்லை எனில்‌ அவை 
ஒன்றையொன்று சாராத சார்புகள்‌ எனப்படும்‌. குறிப்பாக f(x) 
ஆனது முழுவதும்‌ பூஜ்ஜிய சார்பு எனில்‌ (அதாவது /(х) = 0, 
எல்லா ХЄ|а,8| க்கும்‌), g(x) என்பது [a,b] இன்‌ மீ து 
வரையறுக்கப்பட்ட எந்தவொரு சார்பாயிலும்‌ 70) மற்றும்‌ 
2(х) ஆகியன ஒன்றையொன்று சார்ந்த சார்புகள்‌ ஆகும்‌. 
ஏனெனில்‌ f(x) =0=0: g(x). 
“குறிப்பு: மூடிய இடைவெளி [0,5] இன்‌ மீது 
வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளில்‌ ஏதேனும்‌ ஒன்று பூஜ்ஜிய சார்பு 


எனில்‌ அச்சார்புகள்‌ [a,b] இன்‌ மிது னை வென்று சார்ந்த 
சார்புகள்‌ ஆகும்‌. У: 


வரையறை: y, (x), у, (х) என்பது மூடிய இடைவெளி [a,b] 
இன்‌ மீது வரையறுக்கப்பட்ட ஏதேனும்‌ இரு சார்புகள்‌ எனில்‌ 


அவற்றின்‌ ரான்ஸ்கியான்‌(Wronskian} என்பது பின்வருமாறு 


வரையறுக்கப்படுகிறது. மேலும்‌ அது சழ.) 
குறிப்பிடப்படுகிற து. 


என்‌ 





etch தர ப 

код |) x 
துணைத்தேற்றம்‌ 1. 

y+ PQ) +O@y=laerp சமன்பாட்டின்‌,[&0] இன்‌ 
மீது வரையறுக்கப்பட்ட ஏதேனும்‌ இரு தீர்வுகள்‌ 
y (x), у(х) எனில்‌ அவற்றின்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ (М/гоп5Кап) 
И = И (у,%) முழுவதும்‌ பூஜ்ஜியம்‌ அல்லது எப்போதும்‌ 
பூஜ்ஜியம்‌ அல்ல. 


நிருபணம்‌: W = 0 எனில்‌ தேற்றம்‌ வெளிப்படையாக 
நிருவலாகிறது. அவ்வாறு இல்லை என்போம்‌. 
| ПТ கவை 
W = 1223 | | Vivo — Уг: 
Ур தெ 
W' = уу-у YV Уг 
= уу Y 


மூலங்கள்‌ என்பதால்‌ 
уг Ро) + Об) = 0. (1) 
மேலும்‌ 
yf + Р(х)у; + O) -0 Q) 
சமன்பாடு (1) ஐ ஏ, ஆலும்‌, சமன்பாடு (2) ஐ у ஆலும்‌ 


பெருக்கி இரண்டாவது சமன்பாட்டில்‌ இருந்து முதல்‌ 


சமனபாட்டைக்‌ கழிக்க நமக்கு கிடைப்பது 


Wiz - у + РОФ no Ti и, | = 0. 
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அதாவது, 

W'+ -0 

ын = —Pdx ' 

இருபுறமும்‌ x ஆல்‌. தொகையிட, மேற்கண்ட முதல்‌ வரிசை 
சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 


Рах 


W = 23 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 


( [par \ 

அடுக்கு குறி С | என்ப து பூஜ்ஜியம்‌ அல்ல என்பதால்‌ 
W இன்‌ மதிப்பு எப்போதும்‌ பூஜ்ஜியம்‌ அல்ல. அதாவது JW = 0 
எனில்‌ И எப்போதும்‌ பூஜ்ஜியம்‌ அல்ல. 

குறிப்பு: மேற்கண்ட துணை தேற்றத்தில்‌ இருந்து நாம்‌ 
அறிவ து என்னவெனில்‌ ஒன்றையொன்று சாராத இரு தீர்வுகளின்‌ 
prerevalumer€¢Wornkian) மதிப்பு பூஜ்ஜியம்‌ அல்ல. 
துணைத்தேற்றம்‌ 2, 


மூடிய இடைவெளி (0,5) இன்‌ மீது у(х) மற்றும்‌ y, (x) 
ஆகியன 2 +Px)y+Ox)y=0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
ஏதேனும்‌ ஒன்றையொன்று சார்ந்த இரு தீர்வுகள்‌ எனில்‌, எனில்‌ 
மட்டுமே அவற்றின்‌ Dresrewslumest(Wronskian) மதிப்பு பூஜ்ஜியம்‌ 
ஆகும. 

நிருபணம்‌: மூடிய இடைவெளி [a,b] இன்‌ மீது y(x) 
மற்றும்‌ y(x) ஆகியன y” + POX) +0(x)Y=0 என்ற. 
சமன்பாட்டின்‌ ஒன்றையொன்று சார்ந்த இரு தீர்வுகள்‌ என்க. 
எனவே நிருபிக்க வேண்டியது, இத்தீர்வகளின்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ 
(Wronskian) மதிப்பு பூஜ்ஜியம்‌ என்பதாம்‌. 
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அதாவது W(y,, yz) =0 
அதாவது уу — YY, = 0 

VV, ஆகியவற்றில்‌ ஏதேனும்‌ ஒன்று பூஜ்ஜியம்‌ எனில்‌ 
அவற்றின்‌ ரான்ஸ்கியான்‌(14/7௦15142) மதிப்பு பூஜ்ஜியம்‌ என்பது 
தெளிவு. எனவே பொதுமை தன்மை மாறாமலிருக்க J, மற்றும்‌ 
У, ஆகிய இரண்டும்‌ பூஜ்ஜியமற்ற சார்புகள்‌ என்போம்‌. 
இரண்டும்‌ ஒன்றையொன்று சார்ந்த சார்புகள்‌ என்பதால்‌ 
இவற்றில்‌ ஏதேனும்‌ ஒன்று மற்றதின்‌ மாறிலி பெருக்கலாக 
அமையும்‌. அதாவது 

22: 621 (3) 
என்போம்‌. இங்கு С என்பது மாறிலி. எனவே 

У ஒட. | (4) 

Paine Тал 

ВЕН yf 
அதர்வ УУ, -Уууулд 
அதாவது ЇГ 2,22)-0 

எனவே துணைத்தேற்றத்தின்‌ ஒரு பாதி நிருவலாகிறது. 


துணைத்தேற்றத்தின்‌ மறு பாதியை நிருபிக்க, И (у, y,)=0 
என்போம்‌. அதாவது. У, 10752522 y, = 0 


இப்போது у ஆனது மூடிய இடைவெளி [a,b] இன்‌ 
மீது பூஜ்ஜிய சார்பாக இருந்தால்‌ இரு சார்புகளுமே பூஜ்ஜிய 
சார்புகளாகும்‌. தேற்றமும்‌ நிருபணமாகிறது. இப்போது [a,b] 
இன்‌ மீது y, (x) இன்‌ மதிப்பு முழுவதும்‌ பூச்சியமல்ல 
என்போம்‌. எனவே [ed] என்ற. [4,8]இன்‌ உள்‌ இடைவெளி 
மீது у(х) ஒரு பூச்சியமற்ற சார்பு ஆகும்‌. 
16 


இப்போது W(Y,,¥2) = 9 


> y, நா =0 


இருபுறமும்‌ y 0) ஆல்‌ வகுக்க, 
2122 227 — 6 


52 

y 
. У kv இந்த்‌ 54, | 4 ர்‌ 
НЕЕ kyi, இங்கு k ஒரு மாறிலி. 


У 

у,(х) மற்றும்‌ kyi) ஆகிய இரண்டும்‌ இடைவெளி [c,d] 
இன்‌ மீது ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ ஒரே மதிப்பை பெறும்‌ 
என்பதால்‌ அவற்றின்‌ வகையீடுகளும்‌ ஒரே மதிப்பை பெறும்‌. 
இதிலிருந்து நாம்‌ அறிவது யாதெனில்‌ у, (х) = ky,(x) (எல்லா 
xe[a;b] க்கும்‌). அதாவது, y,(x) மற்றும்‌ px) ஆகியன 
ஒன்றையொன்று சார்ந்த சார்புகள்‌ ஆகும்‌. 

தேற்றம்‌ A: இடைவெளி lab] இன்‌ மீது ல்‌ மற்றும்‌ 
у,(х) என்பன 

y'+ PG@)y +O@)y=0 (1) 

என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒன்றையொன்று சாராத இரு தீர்வுகள்‌ 
எனில்‌. [4,5] இன்‌ மீது C,,C койот தகுந்த மதிப்புகளுக்கேற்ப 
சமன்பாடு (1)- ன்பொதுவான தீர்வ 

c, (x) + Ly, (x) (2) 
ஆகும்‌. 


நிருபணம்‌:[4,5] இன்‌ மீது சமன்பாடு (1) இன்‌ ஏதேனும்‌. 
எல்லா xE[a,b] க்கும்‌ 
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у(х) = а(х) +c;y; (x) 

என காண முடியும்‌ என நிருபிக்க வேண்டும்‌. 

சமன்பாடு(1) இன்‌ தீர்வுவானது, ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளியிடத்து 
சமன்பாடு (1) இன்‌ மதிப்பு மற்றும்‌ அதன்‌ வகையீடுகளைப்‌ 
பொறுத்தது. இதன்‌ விளைவாக, நாம்‌ நிருபிக்க வேண்டியது 
x, €[a,b] என்ற ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளியில்‌ c,y,(x)+c,y,(x) 
மற்றும்‌ y(x) இன்‌ மதிப்புகள்‌ சமம்‌ என்பதாம்‌. அதாவது 

CY, (Xp) + c, y. (x,) = у(х) 

மற்றும்‌ RUS 

Ci (Ka) + 6293 (о) = YO) 
என நிருபித்தால்‌ போதும்‌. 

கிளைத்தேற்றம்‌ - 2லிருந்து நாம்‌ அறிவது என்னவெனில்‌ 
Уг, Y3 இன்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ (Wronskian) 

W (JY) =, IV- ன்‌ மதிப்பு பூச்சியமாக இருந்தால்‌ 
у மற்றும்‌ Уу, ஆகியன ஒன்றைறொன்று சார்ந்த சார்புகள்‌. 
ஆனால்‌ y, மற்றூம்‌ у, ஆகியன ஒன்றைறொன்று சாரா 
சார்புகள்‌ எனவே 

709,252) =, J. FO ஆகும்‌. 
љу - уу #0 என்பதால்‌ 

OY (Xp) з 17 G) = MEA 

227 (x, ) +c,y; (x, ) = y'(x,) 


என்ற சமன்பாடுகளுக்கு தீர்வு உண்டு. அதாவது C, மற்றும்‌ 
2; இன்‌ மதிப்புகளைக்‌ காணமுடியம்‌. எனவே 
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cy (X) + e, y, (X) என்பது [a,b] இன்‌ மீது பொதுவான தீர்வு 
ஆகும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 1: எந்த ஒரு இடைவெளியிலும்‌ 
y+y=0-or பொதுத்தீர்வு у= с 81924 2, cosy எனக்‌ காட்டு. 
மேலும்‌ у(0)-2 மற்றும்‌ y(0)=3 எனில்‌ அதன்‌ சிறப்புத்‌ ` 
தீர்வையும்‌ காண்க. 
தீர்வு: y,(x)=sinx என்க.எனவே 

у(х) = çosx,y (x) = —sin x 

= y (x)= -sin x= — y, (x) 

=> у(х) + у(х) = 0 

எனவே y’+y=0- க்கு sinx ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. இது 
போலவே y,(x)=cosx-b y"+y=0- க்கு, ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. 


இப்போது (у, у) = WV, — Va; 
=—sin* x—cos* x 
= —] z 0. 
எனவே у மற்றும்‌ у, ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத்‌ 


தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. W(y,7,)40 என்பது எல்லா ஐக்கும்‌ 
உண்மை என்பதால்‌ у மற்றும்‌ у, ஆகியன y+ y=0 க்கு. 
எந்த ஒரு இடைவெளியிலும்‌ ஒன்றையொன்று சாராத்‌ தீர்வுகள்‌ 
ஆகும்‌. இதன்‌ மூலம்‌ நாம்‌ அறிவது என்னவெனில்‌. 
c (x)+c,y,(x)=c ѕіпх+с, соох ஆனது எந்த ஒரு 
இடைவெளி மீதும்‌ y+y=0 க்கு பொதுத்தீர்வு ஆகும்‌ 
ஏனெனில்‌ இங்கு தேற்றம்‌-& இன்‌ படி P(x) = 0, 
020)-1ஆகியன எந்த. ஒரு. இடைவெளியிலும்‌ தொடர்ச்சியான 
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சார்புகள்‌. மாறிலிகள்‌ С மற்றும்‌ C, இன்‌ மதிப்புகளை 
கொடுக்கப்பட்ட நிபந்தனைகளைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ காணலாம்‌. 

у(0) = 2-2 ௦840-௦, ௦௦50-2 

=> C» = 2 
У(0):3-2»0,0080-с,8800:43 
=> G =3 

எனவே y+y=0 இன்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு 3sinx+2cosx 
ஆகும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 2: எந்த ஒரு இடைவெளியிலும்‌ y"—y=0 
க்கு. ஓ மற்றும்‌ ஓ * என்பன ஒன்றையொன்று சாராத தீர்வுகள்‌ 
எனக்காட்டு. 
தீர்வு: ух) = ௪ என்க.எனவே 

J (x) =X) =е = у(х) 
= p(n) = 0. 

எனவே y"—y=0 க்கு о" ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. இது போலவே 
y,(x)=e™- ம்‌ )7-3-0 க்கு ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. 
இப்போ து 

W (277-302 - У 
=-1-1=-2+0. 

அதாவது, W (yy) #0. 

எந்த ஒரு க்கும்‌) மற்றும்‌. у, இன்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ 
(Wronskian) மதிப்பு பூச்சியமல்ல என்பதால்‌ அவை у" – у = 0- 
க்கு எந்த ஒரு இடைவெளி மீதும்‌ ஒன்றையொன்று சாராத 
தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு 3: [-11] என்ற இடைவெளி மீது 
Ў) = х" மற்றும்‌ р(х) = х |x] எனில்‌ 
(а) [-11] இன்‌ மீது Wf,2)=0 எனவும்‌ 
(b) Ў மற்றும்‌ £ என்பன 1-1, 1| என்ற இடைவெளி 
மீ துஒன்றைறொன்று சார்ந்த சார்புகள்‌ எனவும்‌ நிருபி. 
giai 


3: E 








ДЕИ e 
ne pp if x<0 








3x° 3x? 
=0,vxe[-11] 
14:13 E 
(b) 0-1 ‘i 


| -х ifx<0 


-| ТОО ifx> 0 
-f (x) ifx<0 


“ரீ மற்றும்‌ g என்பன ай என்ற இடைவெளி 
மீதுஒன்றையொன்று சார்ந்த சார்புகள்‌ ஆகும்‌. 
பயிற்சி-2 
1. பூச்சியத்தை உள்ளடக்காத்‌ எந்த ஒரு е 
ху" –2ху'+2у=0 இன்‌ பொதுவான தீர்வு ௦2-௦3” 


எனக்காட்டு. மேலும்‌ ந(1)-3 மற்றும்‌ ந(1)-5 எனில்‌ 
அதன்‌ சிறப்புத்தீர்வைக்‌. 2 காண்க. 
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ahs துக்காட்டு-2 இல்‌ உள்ள கணக்கு. துணைத்தேற்றம்‌ 
2 க்கு முரணானதா? 

இல்லையெனில்‌ ஏன்‌ இல்லை எனக்‌ .கூறு. 

y+y=0 க்கு sinx,cosx மற்றும்‌ sinx,sinx—cosx 
ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத இரு ஜோடி தீர்வுகள்‌ 
எனக்‌ காட்டு. 

V+ P(x)y' + ООУ = 0 இன்‌ ஒன்றையொன்று சாராத இரு 


r 1 Aix Y; - ууу" 
Pj=- ட இழு = 1 Д. 
பல்லா LT ацан 
சமன்பாட்டின்‌ ஒருமைத்தன்மை தீர்மானிக்கப்படுகிறது 
என நிருபி. 
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அத்தியாயம்‌ 3 





தெரிந்த ஒரு தர்விலிருந்து அடுத்த 
தீர்வைக்‌ காணுதல்‌ 

(The use of one known solution to find another) 

Ул Роду + Ody =0 Q) 

எனற சமன்பாட்டின்‌ ஒன்றையொன்று சாராத. இரு 
தீர்வுகள்‌ தெரியுமாயின்‌ அதன்‌ பொதுவான தீர்வை நம்மால்‌ 
எழுத மூடியும்‌, ஆனால்‌ இந்த இரு தீர்வுகளை எவ்வாறு 
காண்பது? இவற்றைக்‌ காண பொதுவான வழிமுறை 
ஏதுமில்லை. இருப்பினும்‌ у மற்றும்‌ у, ஐக்‌ காண 
திட்டவட்டமான ஒரு வழிமுறை உள்ளது.சமன்பாடு (1) இன்‌ 
ஒரு தர்வை பிரதியிடல்‌ மூலமோ வேறு ஏதேனும்‌ ஒரு 
வழிமூலமோ காண முடியும்‌ என்பதால்‌ இரு தீர்வுகளை 
காண்பது என்பது பிக முக்கியத்துவம்‌ வாய்ந்ததாகக்‌ 
கருதப்படுகிற து. 

இம்முறையை விரிவுபடுத்த சமன்பாடு (1) இன்‌ 

பூச்சியமல்லாத. ஒரு தீர்வு у என எடுத்துக்கொள்வோம்‌. 
எனவே с என்ற எந்த ஒரு: மாறிலிக்கும்‌.. СУ, என்பதும்‌ 
சமன்பாடு (1) இன்‌ ஒரு: தீர்வு ஆகும்‌. 

இம்முறையின்‌ அடிப்படை விசயமானது c க்கு பதில்‌ 
у(х) nus ஆனால்‌ x இன்‌ சார்பை СУ, இல்‌ 
பிரதியிட்டு, р, = И என்று சமன்பாடு. (1) இன்‌ தீர்வாக 
வெற்றி கிடைக்கும்‌ என்று முன்னரே தெளிவாகாது. ஆனால்‌ 
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முடியும்‌. இதனை (Ӯ) எவ்வாறு காண்பது என்பதை இப்போது 
அலசி ஆராயலாம்‌. у, மற்றும்‌ у, ஆகியன ஒன்றையொன்று 
சாராத இரு தீர்வுகள்‌ எனின்‌ அவற்றின்‌ விகிதம்‌ гу, ஆனது, 
x இல்‌ ஒரு மாறிலியல்லாத சார்பாகும்‌. இதனை у என 
எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. இவ்வாறு y ஐக்‌ காணமுடிந்தால்‌ 
நம்மால்‌ у, ஐக்‌. காண முடியும்‌. ஏனெனில்‌ நமக்கு у என்ற 
தீர்வு முன்னரே தெரிந்த ஒன்று. இதனால்‌ சமன்பாடு (1). இன்‌ 
பொதுத்தீர்வைக்‌ காண முடியும்‌. 

Va 0 
என்பது சமன்பாடு (1) இன்‌ தீர்வு என்‌ எடுத்துக்கொண்டால்‌ 

уз» Р(х)у, +0(x)y, =0 (2) 

ஆகும்‌. இப்போது நாம்‌ v(x) என்ற சார்பைக்‌ 
கண்டுபிடிப்போம்‌. 

று மேலும்‌ y, = +V), у = Vi + Wy + V), என்ற 
விரிவாக்கத்தை சமன்பாடு (2) இல்‌ பிரதியிட்டு 
வரிசைப்படுத்தினால்‌ நமக்கு 

„(+ Ру + Oy )+ vy, + (2y + Py,) = 0 

எனக்‌ கிடைக்கும்‌. y, என்பது சமன்பாடு (1) இன்‌ தீர்வு 
ஆதலால்‌ மேற்கண்ட சமன்பாடு 

vy, +7 (23 + Py, ) = 0 
என்றாகும்‌. 
அல்லது 


n 7 
y Ar 
—= 2 р. 
Y 


Yi 
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மேலும்‌ தொகையிட நமக்கு கிடைப்பது 
logy’ = ~2log.y, - | Pa. 


x ў? EH (3) 
இதற்கு மேல்‌ நிருபிக்க வேண்டியது у என்பது சமன்பாடு 
(3) ஆல்‌ கொடுக்கப்படும்‌ போது у மற்றும்‌ у, = YV, ஆகியன 


ஒன்றையொன்று சாராத நேரியல்‌ தீர்வுகள்‌ என்பதே. 


இதனை ரான்ஸ்தியன்‌ (Wronskian) மூலம்‌ எளிதில்‌ 


நிறுவலாம்‌. 


ச வ Be Wale D у 
டி | б r: Ч | гай ளீ 
Yo Yo} Ma Yht 

282 
10 vy, 

















=v, #0. 
ஏனெனில்‌ y மற்றும்‌ У ஆகியன பூச்சியமற்றன. 
WEY) @ என்பதால்‌, у மற்றும்‌ у, ஆகியன 
ஒன்றையொன்று சாராத நேரியல்‌ தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு i 


1: x?y" 4 xy! -y=0 என்பதின்‌ 
பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்‌, 3 
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எனவே у = х என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ ஒரு 
தீர்வு ஆகும்‌. இப்போது இந்த தீர்வை சாராத மற்றொரு தீர்வை 
காண வேண்டும்‌. இதற்கு கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 
பின்வருமாறு மாற்றி எழுதுவோம்‌. 
Mi гэг D 
ytty - =0, 
x х 
இச்சமன்பாட்‌ டை பொதுவான சமன்பாடு 
தன்ட ற்றி | 5, ர | 

y+P(x)y+Q()y=0உடன்‌ ஒப்பிட P= = மற்றும்‌ 
O(x)= “2 ஆகும்‌. இரண்டாவது தீர்வு у, = vy, என்போம்‌. 


| இங்கு V என்பது மா றிலி அற்ற, x இன்‌ சார்பு ஆகும்‌. எனவே 


pl fee, 1 ÁB 
2-4. tel de = | 26 5 4 
У Х 
= (ede 
த்‌ я 
| 22 
= [xa Í| =-= 
2 
g? | 
எனவே, У, மக. உ age ЕС лыг எனவே, கொடுக்கப்பட்ட 


சமன்பாட்டின்‌ பொ துவான தீர்வு 
J) =G), tony, 


=c x+ : 
| х 


எடுத்துக்காட்டு 2: 
ГЖ! என்பது ху"+3у =0 இன்‌ தீர்வு எனக்‌ காட்டி 
அதன்‌ பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்‌. 
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தீர்வு: $,-1 எனில்‌ ந -]7-0 ஆகும்‌. இப்போது 
ху!+3у1=0 என்பதால்‌ "43/௫0. இன்‌ தீர்வு y=] 
ஆகும்‌. У, ஐச்‌ சாராத மற்றொரு தீர்வு у, என்க. у, = Vy, = У 
என்போம்‌. இங்கு ஏ என்பது மாறிலியல்லாத x இன்‌ சார்பு 


ஆகும்‌. என்வே | 
1 -Їь, 
y=|—e’ ஸ்‌ 

Уу j= 


ஆகும்‌. 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை திட்ட வடிவில்‌ 


(Уу -РОдУ«ООду-0) எழுத 


y+ = எனக்‌ 


xX. 


கிடைக்கிறது. எனவே P(x) ச்‌ ஆகும்‌. எனவே 


எனவே, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான தீர்வு 


у= аи + G, > 


— + 





Me. 
122 


எடுத்துக்காட்டு 3: 


У”-ХГООУ + Т(х)уугг0 இன்‌ பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்‌. 
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தீர்வு: у= © என்க. 
HAO + J (z) = 0-9 Ox) + of (x) -0 , 
எனவே Ур = X என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ 


ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. இதனைச்‌ சாராத மற்றொரு தீர்வு У, = Vy, 


என்க. எனவே 


1 -|P , š ууу” ү 
ஊரவன்‌... இங்கு PC) =-xf 
fi ЁС 277 Jace À 
see 
"y = y эх оа 


எனவே, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான தீர்வு 


[аја 


у= o, y, + CY, = -art orf-e dx ஆகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 4: (1-х9)у”-2ху + р(р +])y = 0 என்ற 
லெஜ்ன்டர்‌ (Legendre) சமன்பாட்டில்‌ ந-1 எனில்‌ 
(1-x?) у" 2.97 + 2y =0 என்ற சிறப்பு வகைக்கெழுச்‌ 
சமன்பாட்டின்‌ வெளிப்படையான ஒரு தீர்வு x எனில்‌ 
அச்சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்‌ தீர்வைக்‌ காண்‌, 

தீர்வு: (l-x)y"-2y'+2y=0@er ஒரு தீர்வு 
У = X எனக்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. இத்தீர்வை சார்ந்து 
அமையாத 20 தீர்வு У, = ஏ), எனில்‌ 


а es er 
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387 
“ ЭРЭ! Ж 2х 
ஆகும்‌: இங்கு P(x) err ` எனவே 





= v= foe SH SH 
28 


2Х 
—— A 
(19 dx 
x 
| ee 
= (е log!) фс 
( x ட 


ப இந்த b 





எனவே, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான தீர்வு 


| H- I+ x 
Y=), жа டக்கு | ஆகும்‌. 
பயிற்சி-3 
1, 


இப்பாடத்தில்‌ பயின்ற முறைப்படி பின்வரும்‌ 
சமனபாடுகளுக்கு பொதுவான தீர்வைக்‌ காண்‌. 

(а) у +у=0, у =sinx 

(5) y“ -y =0, y, = аў 

хэл + xy —4y= 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு 


Ў = X° எனக்‌ காட்டு. மேலும்‌ அதன்‌ பொது தீர்வைக்‌ 
காண்க. 
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பெசல்‌ சமன்பாடு xy" + xy +0 —p*)y=0 இல்‌ 
I . 

p= y எனும்‌ போது கிடைக்கும்‌ சிறப்பு வகைச்‌ 
| n; f | 11 ja ; 

சமன்பாடு xy" + ху 42-12) =0 56 LO] e 5 

மதிப்புகளை மட்டும்‌ உள்ளடக்கிய எந்தவொரு 

ЗЭ = Ела 70 

இடைவெளி மீதும்‌ у = у ? ஹஜ என்பது ஒரு தீர்வு 

எனக்‌ காண்பி. மேலும்‌ சமன்பாட்டின்‌ 

பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்‌. 

பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளுக்கு Yj =X என்பது ஒரு 

வெளிப்படையான தீர்வு என எடுத்துக்‌ கொண்டு 

அவற்றின்‌ பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்‌. 

2 ட்டா 

ta ——— у +—— y= 0 

юэ aT PEY 

(b) ஜீ ட று. | 

xy" —-(2x+)y'+(x+Dy=0 இன்‌ ஒரு தீர்வு y, = e" 

எனச்‌ சோதிக்கவும்‌. மேலும்‌ அதன்‌ பொதுத்தீர்வைக்‌ 

காண்க. 

Y -f(xy +[/@)-1]y=0 இன்‌ பொது தீர்வைக்‌ 


காண்க. 
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துணை அலகு முறை | 
(The method of variation of parameters) 

у + P(x) +QG)y = RG) (1) 

என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. இச்‌ 
சமன்பாடு ஒருபடித்தானதற்ற சமன்பாடு ஆகும்‌. ` 

9” + POY +0@)y=0 -4) 

என்பது சமன்பாடு (1) -க்கு இசைந்த ஒருபடித்தான 
சமன்பாடுஆகும்‌.சமன்பாடு (2) இன்‌ பொதுவான தீர்வு y, (x) 
என்போம்‌. y, (X) என்பது சமன்பாடு (1) இன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு 
சிறப்புத்‌ தீர்வு எனில்‌ சமன்பாடு (1) இன்‌ பொதுத்‌ தீர்வு 
Уб) = y,(x)+ у, (x) ஆகும்‌. 

இங்கு RO) என்பது அடுக்குக்குறி (exponential) சார்பு 

அல்லது திரிகோணமிதி சார்புகளான சைன்‌ (sine) அல்லது 
கொசைன்‌ (cosine) அல்லது பல்லுறுப்புக்‌ கோவை அல்லது 
"இவற்றின்‌ சேர்ப்புகளாகவோ இருக்கும்‌. 

இப்பாடத்தில்‌ ஒருபடித்தான்‌ சமன்பாடு | 
V +P + 0(дуг0 இன்‌ தீர்வு தெரியும்‌ போது ௪,0, 
ஆகியவனற்றின்‌ இயல்புகள்‌ எப்படியிருப்பினும்‌ சமன்பாடு (1) 
இன்‌ பொதுவான தீர்வை காண்போம்‌. 
சமன்பாடு (2) இன்‌ பொதுவான தீர்வு 


у(х) = Cy, (x)-+ еу, (x) . (3) 
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ஏற்கனவே கண்டுபிடிக்க்ப்பட்டுவிட்டது என்போம்‌. 
சமன்பாடு 3 இல்‌ உள்ள மாறிலிகள்‌ С, மற்றும்‌ பேயை 
ஏற்கனவே தெரியாத, மற்றும்‌ x இல்‌ சார்புகளான YV, மற்றும்‌ 
У, ஆகியவற்றால்‌. நீக்குவோம்‌. அதாவது 

y(x) =v,(x)y,(x)+ ә, (2)у, G). (4) 

எனவே у= уу + V, У, என்பது சமன்பாடு (1) இன்‌ தீர்வாக 
அமையுமாறு v, மற்றும்‌ У, மதிப்புகளை காண 
முற்படுவோம்‌. | 

சமன்பாடு (4) இல்‌ இரண்டு தெரியாத மதிப்புகள்‌ V, 
மற்றும்‌. V, உள்ளன. அவற்றின்‌ மதிப்புகளைக்‌ காண V, 
மற்றும்‌ ஆ இல்‌ இரு சமன்பாடுகள்‌ நமக்குத்‌ தெரிந்தால்‌ 
அவற்றிலிருந்து У, மற்றும்‌ У, இன்‌ மதிப்புகளைக்‌ காண 
மூடியும்‌. x 

FT HATE 

என்பது சமன்பாடு (1) இன்‌ தீர்வு என எடுத்துக்‌ 
கொள்வதால்‌: நமக்கு y, மற்றும்‌ У, இல்‌ ஒரு சமன்பாடு 
கிட்டும்‌. சமன்பாடு. (4) ஐ வகையீடு. செய்ய 

=U + VI) ரத +05) 

=H tny (ИА +90) — ` (5) 

(5) ஐ. மேலும்‌ வகையீடு செய்ய இரண்டாம்‌ வரிசை 
வகையீடுகள்‌ கிடைக்கும்‌. இத்தகைய இடர்களைப்‌ போக்க 
சமன்பாடு (5) இன்‌ இரண்டாவது பகுதி ஈர, ஐ 
பூச்சியத்திற்கு சமப்படுத்துவோம்‌. அதாவது 

Уу +h =0 оо | (6) 


என்போம்‌. 
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சமன்பாடு (6) ஐ (5) இல்‌ பயன்படுத்த 
y= + (7) 
aoe கிடைக்கிறது. . x | 
(7) ஐ வகையீடு செய்ய 
நு ஸ்ட УУГУУЛ | . (8) 
சமன்பாடுகள்‌ (4), (7) மற்றும்‌ (8) ஆகியனவற்றை சமன்பாடு 
(1) இல்‌ பயன்படுத்த 
ХХН НУУ, il POU НУ) Ох иу +9) =R) அதாவது 
vi (L+ Ру + Qy, )+ y, (22 + Ру + Oy,)+ vl уу = R(x). (9) 
ஆனால்‌ 34 மற்றும்‌ Y, ஆகியன சமன்பாடு இன்‌ தீர்வுகள்‌. 
எனவே சமன்பாடு (9) ஆனது | 
ViVi + vy) = R(x) | (10) 
என மாறுகிறது. 


சமன்பாடுகள்‌ (6) மற்றும்‌ (10) ஆகியன தெரியாத 
சார்புகள்‌ у; மற்றும்‌ v இல்‌ இரு சமன்பஈ௩டுகள்‌ எனவே. 
இவற்றிலிருந்து ஏ; மற்றும்‌ V0 தீர்க்க கிடைப்பது 


uae R(X) 


(11) 
W (YY) 





~ ஆகும்‌. இங்கு у மற்றும்‌ У ஆகியன ஒன்றையொன்று 
சாராதவை என்பதால்‌ Opx) இன்‌ மதிப்பு பூச்சியமல்ல. 


எனவே y மற்றும்‌ ப ஆகியனவற்றின்‌ மதிப்புகளை 
கணக்கிட முடியும்‌. 
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சமன்பாடு (11) இலிருந்து 


n = [222—4 (х) h 

W(¥,,¥2) | 

of PRO) ப (12) 
| (у, Уз) 


மற்றும்‌ 


எனக்‌. கிடைக்கும்‌. 

எனவே சமன்பாடு (1) இன்‌ பொதுவான தீர்வு 

| ТЕО) там T ERO L 
29172 = у a. y, {JP age 
| (у, у) | (у №) 

ஆகும்‌. 

குறிப்பு: இம்முறை அதற்கே உரித்தான குறைபாடு 
உடையது, ஏனெனில்‌ சமன்பாடு. (12) இலிருந்து V, மற்றும்‌ 
V. இன்‌ மதிப்புகளை காணமுடியாமல்‌ (தொகையிட 
முடியாமல்‌) போகலாம்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 1: தீர்க்க: y + у= соѕесх. 

தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டுக்கு தொடர்புடைய 
ஒருபடித்தான்‌ சமன்பாடு + =0.இச்சம்ன்பாட்டுக்கு 
sin x மற்றும்‌ cosx ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத இரு 
தீர்வுகள்‌. எனவே y’+y=0 இன்‌ பொதுத்தீர்வு 

У, (х) = ау + 2 
அதாவது у, (х) =¢,Sinx +c, cosx. 

இப்போது y"t+y=cosecx இன்‌ சிறப்புத்தர்வைக்‌ 
காண்போம்‌. 

நூ 3, இன்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ மதிப்பு 
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; у 34 |. sinx С05Х 2з 
பணித்‌ р -sinx 
Ур ந] [cosx sin x| 


சிறப்புத்தீர்வு y, (х)= уу + У,у என்க. 


எனவே 


y = | 222509 дс THRO) р аалз — Cos xcosec Xp. xcosec х 
11682: 


= | 282 oe JRO) x с [аа Sin xcosec x +. XCOSEC X ` 
* 0.2) 


r= | cot xdx = logsin x 


n=l фс--х 


சிறப்புத்தீர்வு y, (х) = + vy, =sinxlogsin x — xcosx. 


குறிப்பு: எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்‌ 


தீர்வ 


у(х) = у, (х)+ y, (x) 


= c sin x +c, COS x + sin xlogsin x — xcosx 


எடுத்துக்காட்டு 2: У”-2у + y=2x இன்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வை 


முதலில்‌ சோதனை முறை மூலமும்‌. பிறகு துணை அலகு 
முறை மூலமும்‌ கண்டுபிடி. 


தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டுக்கு தொடர்புடைய 
ஒருபடித்தான சமன்பாடு У”-2У--у-0 இச்சமன்பாட்டுக்கு 
У =xe" மற்றும்‌ y, =e" ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத 
இரு தீர்வுகள்‌. எனவே y"—2y'+y=0 இன்‌ பொதுத்தீர்வு 
2009-21 c,y, 

= ехе" “சீ 


=(cx+¢, )e* 
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(i) சோதனை gpm: y=2x+4 என்பது கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புத்தீர்வு ஆகும்‌. ஏனெனில்‌ 
y-2y+y= ОУ -2(2х-4) + 294 4 
(1) துணை அலகு er சிறப்புத்தீர்வு У ல்‌ 


என்க. 


W (1.2) =W (67,67) 




















எனவே 


А = 22 IRA) y 
77027) 


= 2| -xe —e* |=-2e*(¥+1). 


у. =| R(X) dx 
й W (953) 
хє 222 


= |— Z —dx= -2| хов “ах 


= -2[ -x*e* — 2xe * —2e | 
= 2e*(x°+2x+2). 
சிறப்புத்தீர்வு yO =u) + =D xt + 2G +2x+2)=2x+4. 
எனவே கொடுக்கப்பட்ட sbar л өт பொதுத்‌ தீர்வு 
у(х) = y, (x) + y,(x) 
=(¢x+6,)e" +2x+4 x 
எடுத்துக்காட்டு 3:y"+4y=tan2x இன்‌ சிறப்புத்தீர்வை 
துணை அலகு முறை மூலம்‌. காண்‌. 
தீர்வ:கொடுக்கப்பட்ட சமன்பர்ட்டுக்கு தொடர்புடைய 
ஒருபடித்தான சமன்பாடு ”44ஏ=0.இச்சமன்பாட்டுக்கு 
y,=sin2x மற்றும்‌ y,=cos2x ஆகியன ஒன்‌ றையொன்று 
சாராத இரு தீர்வுகள்‌. எனவே y’+4y=—0 இன்‌ பொதுத்தீர்வு 
y, G) = ау + க], = ௦ 8௩3 e, cos2x , 


இப்போது y'+2y=tn2x இன்‌ சிறப்புத்தீர்வைக்‌ 
காண்போம்‌. 
У, Уз இன்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ மதிப்பு 
த்த திய RT 
УУ, у) = >) = 


ர்‌ ர்‌ Е 


D chy 


sin 2x cos 2x. | aN 
2cos2x -—2sin2x| 














சிறப்புத்தீர்வு Y,(x)=Yy, கரு, என்க. 


எனவே 


es = (209 TY RC) р 
(уу) 
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= > sin xd 


(12327 
= – —с082; 
ао 


ў = 1 yf 0 
W (у) 
ட்‌ prm 23 Ke 
29 ЁС 
t n: (oe sin” 2x 5 
cos2x ` 
Sie UU 1—cos’ 2х, 2x 
cos 2x. 


1р ХЭРЭЭ 
= E f (sec 2x — cos 2хуйс 


= Hi log (sec2x + tan 2х) ~ шэн 
27227 2207 
சிற்ப்புத்தீர்வு 


y, (x) = v), + v, 


үгэн k டியும்‌ 


2 


=— = log (see2x+ tan 2x) 


38 





; | | அலகு-11 





அத்தியாயம்‌ 5 





அடுக்குக்குறி தீர்வுகள்‌ மற்றும்‌ சிறப்புச்‌ 
சார்புகள்‌ 
(Power Series Solutions and Special functions) 


அடுக்குக்குறி தொடர்‌- மீள்பார்வை (A review of power 
series) 

எளிய பகுப்பாய்வில்‌ எதிர்கொள்ளும்‌ மிகப்பெரும்பாலான 
சிறப்புச்சார்புகள்‌ எளிய சார்புசுள்‌ எனப்படும்‌, முதலில்‌ 
இவ்வகை சார்புகளை விவரிப்போம்‌. 'இயற்கணித சார்பு (algebric 
function) என்பது ஒரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவை; மேலும்‌ அது 
ஒரு விகிதமுறு சார்பு அல்ல்து Б.СЭУ”--Б, WY" + +h@y+h@ =0 
- என்ற சமன்பாட்டை நிவர்த்தி செய்யும்‌ எந்த ஒரு. y=) 
என்ற்‌ சார்பு. இங்கு ஒவ்வொரு. Р(х) (-0,1,2.....9)-உம்‌ ஒரு 
சார்புகளை உள்ளடக்கியன. அவ்வகையல்லாத எளிய 
விஞ்சிய அல்லது: இயற்கணிதமல்லாத( transcendental or 
tionalgebraic) சார்புகள்‌ நுண்கணிததில்‌ காணப்படும்‌; அதாவது 
'திரிகோணமிதி, எதிர்திரிகோணமிதி, அடுக்குக்குறி மற்றும்‌ 
மடக்கைச்‌ சார்புகள்‌. மற்றவை இந்த சார்புகளின்‌ கூடுதல்‌, 
வித்தியாசம்‌, பெருக்கல்‌, வகுத்தல்‌ அல்லது சார்புகளின்‌ சார்பு 
ஆகும்‌. எடுத்துக்காட்டாக | 


2 
xe? +tan (1 + х?) 


{ап | — 
sin xcos2x— flog х 


என்பது ஒரு எளிய சார்பு ஆகும்‌. 


எளிய சார்புகளுக்கு அடுத்த சார்புகள்‌ விஞ்சிய 
(transcendental) சார்புகள்‌ ஆகும்‌. அவை юц சார்புகள்‌ 
எனவும்‌ அழைக்கப்படும்‌. பதினெட்டாம்‌ நூற்றாண்டின்‌ ஆரம்ப 
கட்டத்தில்‌ பல நூறு கணக்கான சிறப்புச்‌ சார்புகள்‌ கருத்தில்‌ 
கொள்ளப்பட்டன்‌. காமா சார்புகள்‌, ரீமான்‌ - சீட்டா சார்பு, 
நீள்வட்ட சார்பு மற்றும்‌ கணித இயற்பியலில்‌ பயன்படும்‌, 
தொடர்ந்து பயன்படும்‌ சார்புகளைத்‌ தவிர மற்ற பெரும்பாலான 
சார்புகள்‌ உபயோகத்தில்‌ இல்லை. இத்தகைய சார்புகள்‌ 
பதினெட்டு. மற்றும்‌ பத்தொன்பதாம்‌ நூற்றாண்டுகளில்‌ ரீமான்‌, 
ஹெர்மைட்‌, பாய்ங்க்கார்‌, ஆய்லர்‌, காஸ்‌, ஏபுல்‌, ஜெகோபி, 
வெய்ர்ஸ்ட்ராஸ்‌ போன்ற. வல்லுநர்களால்‌ வளர்க்கப்பட்டன. 
இத்தகைய எளிய சார்புகள்‌ எவ்வாறு உருவாகின்றன 
என்பதை அறிய முற்படுவோம்‌. உதாரணமாக. 
у" +у= 0 (1) 
என்ற எளிய சமன்பாட்டைத்‌ தீர்க்க முற்பட்டால்‌ 
அதற்கான சார்புகளான sin x மற்றும்‌ COS = ஆகியன 
நுண்கணிதத்தில்‌ உள்ளன. அதே நேரத்தில்‌ 


xy" ty’ +xy =0 (2) 
| | தர்ப்பது முற்றிலும்‌ 
வித்தியாசமானது, ஏனெனில்‌ இச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ 


என்ற சமன்பாட்டைத்‌ 


எளிய சஈர்புகளால்‌ ஆனது அல்ல. உண்மை என்னவெனில்‌ 
41 x 


=> 


இரண்டாம்‌ வரிசை நேரிய சமன்பாட்டை (second order linear 
equation) தீர்ப்பதற்கு தெரிந்த வழிமுறை ஏதுமில்லை . 
(மாறிலிகளை குணகங்களாக கொண்ட இரண்டாம்‌ வரிசை 
சமன்பாடு மற்றும்‌ தனித்த மாறிகளை மாற்றி இவ்வகை 


சமன்பாடாக மாற்றும்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ தவிற). 
A) dy +à x +a, + += Ya, x” (3) 


என்ற முடிவிலி தொடர்‌ х இல்‌ ஒரு அழுக்குக்குறி தொடர்‌ 
எனப்படும்‌. இதுபோலவே 


2. (6-3). =G, + а(х – Xo) +A(x—X, y е (4) 


என்பது (3) ஐக்‌ காட்டிலும்‌ சிறந்த பொதுவான அமைப்பு 
ஆனது (5-3) இல்‌ ஒரு அடுக்குக்குறி தொடர்‌ ஆகும்‌. 

B) lim Ya, x என்ற எல்லை இருக்குமேயானால்‌ 
தொடர்‌ G 1 ஐ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ என்போம்‌. இந்நிலையில்‌ 
அத்தொடரின்‌ கூடுதல்‌, இந்த எல்லையின்‌ மதிப்புக்குச்‌ சமம்‌. 
x = О எனில்‌ தொடர்‌ (3) ஒருங்கும்‌ என்பது வெளிப்படையான 
உண்மை. 

ஒருங்கு புள்ளிகளின்‌ வரிசைகிரமத்தைப்‌ பொறுத்து x 
இல்‌ உள்ள எல்லா தொடர்களும்‌ பின்வரும்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு 


வகையைச்‌ சார்ந்தது. 


Si nlx” 1323212743 ந” te (5) 
L 
Y 214 தகக கட்க (6) 


Vix’ தக +? х H (7) 
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முதல்‌ வகைத்‌ தொடர்‌ எல்லா х 20 க்கும்‌ விரியும்‌: தொடர்‌ 
ஆகும்‌. இரண்டாம்‌ வகைத்‌ தொடர்‌ எல்லா * £0 க்கும்‌. 
ஒருங்கும்‌. தொடர்‌ ஆகும்‌. மூன்றாம்‌ வகை தொடர்‌. |x|<1 
எனில்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ மற்றும்‌ | x |> 1 எனில்‌: விரியும்‌ தொடர்‌ 
ஆகும்‌. 

ed «1110 | அரக ü (5) ஐப்‌ போல்‌ பண்புகள்‌ 
பெற்றிருப்பினும்‌ அவை x=0 எனில்‌ மட்டுமே. ஒருங்கும்‌. 
அவ்வகைத்‌ தொடர்கள்‌ முக்கியத்துவம்‌ பெற்றவையல்ல்‌, இது 
போலவே சில்‌ வகை தொடர்‌ (6)- ஐப்‌ போல்‌ எல்லா x 
க்கும்‌ ஒருங்கும்‌. இவ்வகைத்‌ தொடர்கள்‌ மிக எளியன. 
மற்றவகை தொடர்கள்‌ (7) ஐப்‌ போன்று இருக்கும்‌. 
இதிலிருந்து தெரிவது என்னவெனில்‌ (5), (6) மற்றும்‌ (7) 
ஐப்‌ போன்ற ஒவ்வொரு. வகைத்தொடருக்கும்‌ R என்ற மிகை 
மெய்யெண்‌ உண்டு. அதனை ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ என்போம்‌.. 
அதாவது 13188 எனில்‌ தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ அவ்வாறு 
இல்லையெனில்‌ அத்தொடர்‌ விரியும்‌. உதாரணமாக (7) இன்‌: 
ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ R=] ஆகும்‌ ஏனெனில்‌ (7) ஆனது [221 
எனில்‌ ஒருங்கும்‌ மேலும்‌ |ХРРЇ எனில்‌ விரியும்‌ தொடர்‌ 
ஆகும்‌. : 

குறிப்பு: х= (0) எனும்‌ போது மட்டும்‌ ஒரு தொடர்‌ 
ஒருங்கும்‌ எனில்‌ R=0 ஆகும்‌. இது போலவே. எல்லா x 
க்கும்‌ ஒரு தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ எனில்‌ R 506 ஆகும்‌. 
இதிலிருந்து தெரிவது என்னவெனில்‌ 0<R<m. 
ஒருங்கல்‌ ஆரத்தை. அறியும்‌ முறை: 


н Л : 522 
2, எனபது பூச்சியமற்ற மாறிலிகளால்‌ ஆன்‌ தொடர்‌ 


என்க்‌. 
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=L என்க. 








விகிதச்‌ சோதனை ( ratio test) மூலம்‌ 7 «| எனில்‌ 
ўи தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ எனவும்‌, J >] எனில்‌ தொடர்‌ 
விரியும்‌ எனவும்‌: எளிய நுண்கணிதத்தில்‌ நாம்‌ அறிவோம்‌. 
இப்போது தொடர்‌ (3) ஐக்‌ கருதுவோம்‌. இதில்‌ a, 40 என்க. 




















77 y” | 
© lim = lim = lim | "|| x L 
nwo И a Roo: ах п a 











என்வே எல்லா x#0 க்கும்‌ தொடர்‌ , L <1 எனில்‌ 
ஒருங்கும்‌ மற்றும்‌ 7 51 எனில்‌ விரியும்‌ தொடர்‌ ஆகும்‌, 
இதிலிருந்து நமக்குக்‌ கிடைப்பது 


R= fim| — 


77-60. 


இந்த எல்லை உள்ள போது), 








இந்த எல்லை க ice R = ஓ: என்போம்‌. எனவே 
மேற்கண்ட சூத்திரத்தை பயன்படுத்துகிறோமோ இல்லையோ 
R எப்போதும்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌ R இன்‌ மதப்பு 
பூச்சியமல்லாத ஒரு முடிவுறு எண்‌ எனில்‌ அது ஒருங்கல்‌ 
இடைவெளியை தீர்மானிக்கிறது ( interval of convergence). 
அதாவது —R<x<R எனில்‌ தொடர்‌ ஒருங்கும்‌. 

C)|x|<R எனில்‌ தொடர்‌ (3) ஐ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ 
என்போம்‌. அத்தொடரின்‌ கூடுதல்‌ (х) тотто. என்வே 

Jo яах =a) +ах+а,х? + (8) 

ர) 


பிறகு [|x|]< R எனும்‌ போது f(x) தொடர்ச்சியானது 
மேலும்‌ அது எல்லா வரிசை வகைக்கெழுக்களும்‌ உடையது. 
அதே சமயத்தில்‌ (8) இன்‌ வலப்புறத்தை உறுப்புகிரமமாக 


வகையீடு செய்ய 
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О) = a +2a,x+3a,x° += > па x" 
ЕЛ 
இது போலவே à 
J "(x) “220. -3-2-а,х LAZ ас Ere =Y a- a,x"? 
y | n=2 


எனவும்‌. மற்றும்‌ f"(x), O ஆகியவனற்றையும்‌ 
காணலாம்‌. இவ்வாறு கிடைக்கும்‌ அனைத்து தொடர்களும்‌ 
|< А எனில்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்கள்‌ ஆகும்‌. இத்தகைய 
தொடர்ச்சியான வகையீடுகளிலிருந்து 4, - க்கும்‌ f(x) மற்றும்‌ 
அதன்‌ வகையீடுகளுக்குமிடையேயான பின்வரும்‌ தொடர்பு 
ro 


n! 





а= 


" (9) 
கிடைக்கிறது. மேலும்‌ தொகையீட்டு எல்லைகள்‌ ஒருங்கல்‌ 
இடைவெளியில்‌ இருப்பின்‌ தொடர்‌ (8) ஐ உறுப்புகிரமமாக 

தொகையிடலாம்‌. 
இப்போது X இல்‌ இரண்டாவது -அடுக்குத்‌ தொடர்‌ ஒன்று 

8(Х) க்கு ஒருங்குவதாக எடுத்துக்கொண்டால்‌ 
а(х) = Ўр," =b +bx+b, +b rs. (10) 


n=O, 


என எழுதலாம்‌. ( இங்கு |x |< R). 


இந்நிலையில்‌ தொடர்‌ (8) மற்றும்‌ தொடர்‌ (10) ஆகியவற்றை 


சீ) g(x)= 2 (a, +b. ) x" 
n=0 
= (a, +b) (а +h) x+(a, +b, ) x7 +. 
Sere அவைப்‌ பெருக்கவும்‌ செய்யலாம்‌. அதாவது 


одао) = Уо". 
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இங்கு с, = a,b, зад, +48, ர ர்க ஆகும்‌. 
008-0124 எனில்‌ TO) தொடர்ச்சியான மற்றும 
எல்லா வரிசை வகையீடுகளும்‌ உடையது எனில்‌ f(x)- ஐ 
அடுக்குக்குறி சார்பாக எழுதலாமா? தொடர்‌(9) ஐப்‌ பயன்படுத்தி 
эр oo "(0 ух” | Чэ) rad (0) | 
709 -y i. F(0)+ f '(0)x +2 de 
o Mi | 2! 


என எழுதலாம்‌. சில நேரங்களில்‌ உண்மையல்ல 





вэ) 


என்றாலும்‌ பெரும்பாலும்‌ அது உண்மையானது. இடைவெளி 
CRR) இல்‌ X இன்‌ எந்த ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்புக்கும்‌ 
சரிதான்‌ என சோதிக்க பின்வரும்‌ டெய்லரின்‌ சூத்திரத்தைப்‌ 
பயன்படுத்த வேண்டும்‌. 


f(x)= 340 O B(x), 


இங்கு எச்சம்‌ R (x) என்பது 
இடு 27 (© ymi 0<¥<x 


etl 
என்பதால்‌ கொடுக்கப்படும்‌. (11) இன்‌ செல்லுபடித்‌ 
தன்மையை (சரித்தன்மையை சோதிக்க nooo எனில்‌ 


R (x)—> 0 என நிருபித்தால்‌ போதும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1: 
О) =е என்க. 
எனவே (х) = (х) =f") = =e" 
மேலும்‌ 1= 700) = (0) = 700) = 


எனவே டெய்லரின்‌ சூத்திரப்படி 
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х? | 


х? 
Э Ўн 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 2: 
f(Xy=sinxX என்க. 
எனவே f'a) = созд, /"(х) = —5іпх, f"(x) = созд," 
மேலும்‌ /(0)=0, 790) =1,7"00) = 0,700) =—1-- 
எனவே 
| №. ж 
FQ)=sinx = рар 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 


இது போலவே, а எனில்‌ 


2 2-3 х 
Г) = соѕх = 207 ஷட்‌ I எழு 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 
E) Ху இன்‌ அண்மையில்‌ (neighbourhood), JQ) வன்‌ 
அடுக்குக்குறி அமைப்பு 


F (x)= Ya, (x= x)" (12) 


< செல்லுபடியானால்‌ /(х)-60 X என்ற்‌ பின்னிய தது 
ஒழுங்கான துஎன்போம்‌. ்‌ 


அதாவது ஒழுங்கு சார்பு என்போம்‌. இந்நிலையில்‌ 
கெழுக்கள்‌ . 
ட (Xo) 
и! 


எனக்‌ கொடுக்கப்படும்‌. தொடர்‌ (12) ஐ f(x) இன்‌ , Xs 
இடத்து, டெய்லரின்‌ விரிவாக்கம்‌: என்போம்‌. 


n 
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பயிற்சி-5 


1: 


விகிதச்‌ சோதனையைப்‌ பயன்படுத்தி தொடர்கள்‌ (5), (6) 
மற்றும்‌ (7) ஆகியவற்றுக்கு முறையே R=0,R=0 மற்றும்‌ 
Re] எனச்‌. சரிபார்‌, 

P ஒரு. மிகை எண்ணாகவோ அல்லது பூச்சியமாகவோ 
இல்லையெனில்‌ 

Б.РОР-1Р-2ХР-3)-4Р на, 

==! n! 


என்ற தொடர்‌ (i) |%1₹1 எனில்‌ ஒருங்கும்‌ எனவும்‌ (11) 


1121 எனில்‌ விரியும்‌ எனவும்‌ காட்டுக. 


n+l 


1- x 
ËI x 





I+x+X +X = ,(x 41) என நாம்‌ அறிவோம்‌. 


இதிலிருந்து |x|<1 எனில்‌ 


(1) டி хєх" +x +e எனவும்‌ 


(ii) ண்ட ம ]— x+ X° -%' +++ எனவும்‌ நிருபி. 


I x 
மேலும்‌ (ii) ஐப்‌ பயன்படுத்தி |ХЇС1 எனில்‌ 


БЕ ЭЕ ஒத்த 


(106043) =x- 1+ எனவும்‌ 
: ; : x x! 
tiv: க தப நட ot prs | 
Е தத தரர்‌ எனவும்‌ நிருபி. 
cos x இன்‌ தொடர்‌ 

bie ой xŠ 
yal y 1234 ҮРУ р 


நூ என்ற பண்பைப்‌ பெற்றுள்ளது எனக்‌ காட்டி 


சமன்பாடு (1) இன்‌ தீர்வு எனக்காட்டு. 
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அத்தியாயம்‌ 6 





முதல்‌ வரிசை சமன்பாடுகளின்‌ 
அடுக்குக்குறி தீர்வுகள்‌ 
(Series of solutions of first order equations) 

இப்பாடத்தில்‌ முதல்‌ வரிசை சமன்பாடுகனின்‌ தீர்வை 
எவ்வாறு காண்பது என்பதை பார்ப்போம்‌ : எடுத்‌ துக்காட்டாக 

7 x O) 

என்ற முதல்‌ வரிசை சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
இச்சமன்பாட்டின்‌ அடுக்குக்குறி அமைப்பிலான தீர்வு 

y=a, +àax+a,X +... | (2) 

என்போம்‌... மேலும்‌ (2) ஆனது К»0О|ХЇЕВ எனில்‌ 
ஒருங்கும்‌. அதாவது (1) ஆனது பூச்சியத்தில்‌ ஒழுங்கான 
சார்பு மற்றும்‌ அதற்குத்‌. தீர்வு உணடு. எந்த: ஒரு: அடுக்குக்குறி 
சார்பும்‌ உறுப்புகிரமமாக வகையீடு செய்ய முடியும்‌ என்பாதல்‌ 


У =a, +2a,x+3a,x +... (3) 


Yay என்க்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாட்டின்படி 
நமக்கு சமன்பாடுகள்‌ (2) மற்றும்‌ (3) இலிருந்து 


எனக்‌ கிடைக்கிறது. 


| } Q d 8. а i а, 
a, = Ag a, en Oe = tat arto ерт அறு 
£ ° “fF a , ees “” 
அதாவது 
a a a 
0 0 0 
து ச அத்‌ Л 


எனக்‌ கிடைக்கிறது. 


இந்த கெழுக்களை சமன்பாடு (2) இல்‌ பிரதியிட 


a. 
y=a, texte? tx? +0 Sx” + 
Е 71 3! I 


= 1 1... 
И 2: pe, =e (4) 


எனக்‌ கிடைக்கிறது. 

மேறகண்டவற்றிவிருந்து தெரிவது என்னவெனில்‌ 
சமன்பாடு (1)-க்கு சமன்பாடு (2) வடிவில்‌ ஒரு அடுக்குக்குறி 
அமைப்பு தீர்வு இருக்குமெனில்‌ அது (4) வடிவில்‌ இருக்கும்‌. 
ஆனால்‌ சமன்பாடு (2)-க்கு சமன்பாடு (2) வடிவில்‌ தீர்வு 
இருப்பதற்கான எந்தவித உத்தரவாதமும்‌ இல்லை 
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என்பதையும்‌ நாம்‌ அறிந்து கொள்ள வேண்டும்‌. இருப்பினும்‌ 
விகிதச்‌ சோதனைப்‌ படி தொடர்‌ (4) எல்லா Х- க்கும்‌ 
ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. எனவே உற்ப்புகிரம்மான 
வகையீடுகள்‌ செல்லுபடியாகும்‌: இதிலிருந்து நாம்‌ அறிவது, 
தொடர்‌ (4) சமன்பாடு (1)- க்கு. ஒரு. தீர்வு ஆகும்‌. இந்நிலையில்‌ 
தொடர்‌ (4) ஆனது e? இன்‌ அடுக்கு குறி விரிவாக்கம்‌. என 
நாம்‌ அறிவதால்‌ (4) - ஐப்‌ பின்வருமாறு எழுதலாம்‌. 


டி x 
Y = dpe 


சமன்பாடு (1)- ஐ மாறிகளை பிரித்தல்‌ முறையில்‌ பிரித்து 
தொகையீடு செய்ய சமன்பாடு (1)- ஐ தீர்க்கலாம்‌. ஆனால்‌ 
இப்போது இங்கு அது தேவையற்றது. சமன்பாடு (1)- இல்‌ 
இருந்து அறிவது என்னவெனில்‌ சமன்பாடு (1) ஆனது எளிய்‌ 
வழிமுறைகளில்‌ தர்க்க முடியாதது ஆயினும்‌ (4) ஆனது 
சமன்பாடு (1)- க்கு தீர்வு ஆகும்‌. 

மேற்கண்ட எடுத்துக்காட்டிலிருந்து ஒரு சமன்பாட்டுக்கு 
அடுக்குகுறித்‌ தொடர்‌ அமைப்பிலான தீர்வை காணும்‌ 
முறையை இப்போது காண்போம்‌... இம்முறை படி 
கொடுக்கப்பட்ட சார்பு நிவர்த்தி செய்யும்‌ வகைக்கெழு 
சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடித்து அச்சமன்பாட்டை அடுக்கு குறி 
தொடர்‌ மூலம்‌ தீர்க்கவேண்டும்‌. 


எடுத்துக்காட்டாக பின்வரும்‌ சமன்பாட்டை கருத்தில்‌ 
கொள்வோம்‌. 
y=(1+ x)? (5) 
இங்கு Р என்பது ஒரு எதேச்சை மாறிலி. இருபுறமும்‌ 


வகையிட 
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y' = р(1+ x)?" 
அதாவது 
(1+ x)y'= р(1+ x)? = py. 
எனவே சமன்பாடு (5) ஆனது 
(1+х)у = ру, y(0)=1 (6) 
இன்‌ சிறப்பு தீர்வு ஆகும்‌. 
வழக்கம்‌ போல சமன்பாடு (6)-க்கு பின்வருமாறு ஒரு 
அடுக்கு குறி தீர்வு இருப்பதாக எடுத்துக்கொள்வோம்‌. 
y=a +ax+a, teeta х" te (7) 
(7) இன்‌ ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ ஒரு மிகை. எண்‌ என எடுத்துக்‌ 
கொள்வோம்‌. இதிலிருந்து 
У =a, + 2а,х+3За,х? + +na х" +(n+1)a, х" +++ 
224 28.31”43ஐ74- +na, x +(п+1)а, x 
PY = ра,» pa,x + pa,x° + ра,х +++ pa, x” tor 
மேலும்‌ (6) இன்‌ படி (1+х)у = py என்பது 
а + (a, + 2a, )x + (2a, +3a,)x° +--+ (na, ++ Ia.) x" +: 
= pas + pax + pa,x° + pax’ +--+ pax” + 
என மாறுகிறது. 
தொடர்புடைய குணகங்களை சமப்படுத்த. கிடைப்பது 
д = Pa, 2a, +4 = pa,,30, + 2a, = pa, (n+ Ia, +70, = ра, 
(6) இல்‌ உள்ள தொடக்கக்‌ கட்டுப்பாட்டின்‌ படி Ayal, 
ஆகவே 
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a = р, 
с тая (р ЭМ: திம —1) 
2 2 oe த்‌ 
3 A 


ppp 2pm 
H 


மேற்கண்ட மதிப்புகளை சமன்பாடு (7) இல்‌ பிரதியிட 
= 1), 2, рр-10р-2) з, 
க்‌ தாகு 31 8) 
P-D- me (p -n+1]) р. 
п! 

தொடர்‌ (8) ஆனது |х|<1 எனில்‌ ஒருங்கும்‌. தொடர்‌ 
என்பதால்‌ தொடர்‌ (8) ஆனது தகுந்த தீர்வு ஆகும்‌. (5) மற்றும்‌ 
(8)- ஐ ஒப்பிடுவதாலும்‌, மற்றும்‌ (6) க்கு ஒரே ஒரு தீர்வு மட்டுமே 
உண்டு என்பதாலும்‌ நமக்கு. கிடைப்பது , (இங்கு. |х |<1), 


(+x) =1+ p+ AEA 1) х? TAD 8 g., 
படி தடப்‌... ий 
ni 


இந்த விளைவு (9)-ஐ, ஈருறுப்பு தொடர்‌ (Binomial Series) 
என்போம்‌. 


க்ளிக்‌, அவ்வாறு Peer Shey аак தெறிந்த 
சார்பின்‌ விரிவாக்கம்‌ எனக்‌ காட்டு. மேலும்‌ விடையை, 


சமன்பாட்டை நேரடியாகத்‌ தீர்ப்பதன்‌ மூலம்‌ சரிபார்‌. 
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தீர்வு: = LUGE =A tAE 410,87 4 என்பது 
n=0 
y'=2xy இன்‌ ஒரு. அடுக்குக்குறி தீர்வு என்போம்‌. 
У =á, 42233. на, х" + படுக, ух". 
எனவே, у =2ху லிருந்து 
aj »2а,хэ-За,х/ + 44, +- = 2а5х+ Zax + 2a,x° + 2а ++ 
இருபுறமும்‌ கெழுக்களை சமப்படுத்த, 
а! -0 
24, = 2a, 
2a, = За, 
2a, = 4a, 


2a, = od; 


2a, = 64, 


2a, = (n+ 2) 0, i; 


“~ 


எல்லா. கெழுக்களையும்‌ ௬-ல்‌. கணக்கிட 


No R 
П Si 
ட்‌ 
I 
° 


K: 
II 


லி 
II 
ЗГ, 


хэ 
I 
ம்‌ 


A 
II | | 
Wim IN| = wr 


6 2-3 
அதாவது 0=q =a, =A, =" -0, 8895 
மற்றும்‌ 
айа; а, 


0 its 
П. == а 348. = — ас = பல்லு a a: =. — 000 
எ தத eek PARIS 
றி FOXX ах" Hs 
х : ад ; а A а, 
21 3! п! 





Ї 222 „6 
| | x x x 
Y=a,| Hx +—+4+—+4-..4 == 4. 
2! 31 п! | 


மேற்கண்ட தீர்வின்‌ வலதுபக்கத்தில்‌ உள்ள தொடர்‌ 


а Х2 | | 
1--х7 НЫ aa le என்பது ௪” இன்‌ விரிவு ஆகும்‌. 


ஆகவே y= aje” : 
இப்போது тоты У =2ху ஐ நேரடியாக தீர்ப்போம்‌. 
у =2ху ஐ ல என எழுதி தொகையிட கிடைப்பது 
Iny=x* +Ina, 

эе பி மாறிலி. எனவே. 


452 Е 
— об 
а Sey =a,e* 
a, 


இத்தற்வும்‌, ஏற்கனவே அடுக்குத்‌ தொடர்‌ முறை மூலம்‌ 
கண்ட தீர்வும்‌ ஒன்றே என்று சரிபார்க்கப்படுகிற து. 
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2 எடுத்துக்காட்டு 2: XV =) என்ற சமன்பாட்டுக்கு 


2,6,” என்ற வடிவிலான அடுக்குக்‌ குறி தொடர்‌ தீர்வைக்‌ 
ёс 
காண்க. மேலும்‌ சமன்பாட்டை நேரடியாகத்‌ தீர்க்க. இரு 


தீர்வுகளுக்கும்‌ ஏதேனும்‌ வித்தியாசம்‌ உண்டா? 
தீர்வு: У Dax" = By FANT a,x° Heeb OX” +557 என்க. 
0 


3. ர. Зах +: +па х" +(n4+Na, x" +: 


со 
= ஆ ்‌ n-i 
iy 2,па,х 
n=l 
( < 
sete a n 
xy = У:па,х 
n=l 


XV = என்பதால்‌ 
со ல்‌ 
тэ னல ட்ட பத 
n=1 #0: 


ax+2a,x + 3a, + дах +--- =a, tartar +a, + 


இருபுறமும்‌ கெழுக்களை சமப்படுத்த, 


௬-0 


எல்லா கெழுக்களையும்‌ .ஐ-ல்‌. கணக்கிட 
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அதாவது O= Gy = 4, = A = Ay =" 

றி =a, + GX + a, 4 +a x аах 
தொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு pea. 
இப்போது சமன்பாடு ХУ = у ஐ நேரடியாக தீர்ப்போம்‌. 
у-у 8 Eat என எழுதி தொகையிட கிடைப்பது 
Iny =Inx+lna, 

இங்கு a, மாறிலி. எனவே, 

у= ax 
இத்தீர்வும்‌, ஏற்கனவே அடுக்குத்‌ தொடர்‌ முறை மூலம்‌ 


கண்ட தர்வும்‌ ஒன்றே, எனவே இரு தர்வுகளுக் கும்‌ 
வித்தியாசம்‌ ஏதும்‌ இல்லை. 


rd 


வழிகளில்‌ தீர்த்து sin x க்கு 242 என்ற அமைப்பிலான 
தீர்வைக்‌ காண்க. மேலும்‌ இதனை உபகோகித்து 
த்து ண கய sie ॥ 

at Se தை тегү rT 

2 ல்‌ ௮ SEQ So Q = லு 


என்க்‌ காட்டு. 


cage Aaa | 
தீர்வு: YP என கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 


தொகையிட 
y=sin х ஆகும்‌. 
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31 
гт MoM Dots orm 
nl 
என்வே, | 
ee) 
(1- x 2) Зан 3 yy ee al qea 
E E அ 
2 ak BS — ӨГ க்‌] аа 
pl pate 3! 
தொகையிட 
59 ЛС (3 ж 13-5 x 
Sin xX=xXx+— EE ற ng et 


டம்‌. ல்‌ ВЕ ИН 
a 3 தவா அறா அசிட்‌ தம்‌ 
1:3:5-- ов 1) хол” ட்டர்‌ 
24-06-27 20-41 


ட] 
ஆகும்‌. இப்போது *=> எனப்‌ பிரதியிட 














தினி க்‌ அம்‌. es Е 
sn === += === zt 
சர்க்‌ A ek 72:48 242) 
அதாவது 
Gad நட பபப 
ட பம்‌ அன்‌ அ ரதன்‌ ள்‌ сг 7 
G 2 2 3-2 4 5-2 2-4-6 7-2 
பயிற்சி-6 


1, y+y=l என்ற வகைக்கெழு சமன்பாட்டுக்கு கா்‌ 
என்ற வடிவிலான அடுக்கு குறி தொடர்‌ ас. 
காண்க. .அவ்வாறு கிடைக்கும்‌ தீர்வு ஏற்கனவே தெரிந்த 
சார்பாக. எழுதுக, மேலும்‌ சமன்பாட்டை நேரடியாகத்‌ 


தீர்த்து முன்கண்ட விடையுடன்‌ ஒப்பிடுக. 
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py =y என்ற வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ தீர்வை 
Ула, X” என்ற வடிவிலான அடுக்கு குறி தொடர்‌ 
1-0 


தீர்வைக்‌ காண்க, மேலும்‌ சமன்பாட்டை நேரடியாகத்‌ 


தீர்க்க. தீர்த்தபின்‌ இரு தீர்வுகளுக்கும்‌ இடையே 
ஏதேனும்‌ வித்தியாசம்‌ உண்டா? 


yel+y,y0)=1 என்ற நேரியல்‌ அல்லாத 


த்‌ அச்‌ சமன்பாட்டின்‌ КЕ அமைய்பிலான 


ё ° °. ( : x 2 
கண்ட முறைப்படி கண்டு tan x = கால்க எட Hee என 


நிருபி. மேலும்‌ அச்சமன்பாட்டை திரும்ப திரும்ப 


PO 


வகையிட்டு, a= 2 என்ற வ மூலம்‌ 4, 





ஐக்‌ கண்டுபிடித்து எர சட 20 ‘ என நிருபி. 


பயிற்சி 3 இல்‌ கூறியுள்ள முறைகளின்‌ படி 
у -%-3.3(0)-0 என்ற சமன்பாட்டினைத்‌ தீர்‌. மேலும்‌ 
இத்தீர்வை சமன்பாட்டினை நேரடியாக தீற்ப்பதன்‌ மூலம்‌ 
கிடைக்கும்‌ தீர்வுடன்‌ ஒப்பிடு. 











அத்தியாயம்‌ 7 








இரண்டாம்‌ வரிசை நேரியல்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
சாதாரண புள்ளிகள்‌ 

{Second order linear equations: Ordinary points ] 
இப்பாடத்தில்‌ 

у" + P(z)y' +Q(x)y=0 (1) 

என்ற இரண்டாம்‌ வரிசை நேரியல்‌ சமன்பாட்டை 
கருத்தில்‌ கொள்வோம்‌. இச்சமன்பாட்டில்‌ தீர்வை தெரிந்த 
எளியச்‌ சார்புகளில்‌ எப்போதாவ து காணமுடியும்‌. Р(х),О(х) 
ஆகியன மாறிலிகளாக உள்ள போதும்‌ மற்றும்‌. சில 
கணக்குகளில்‌ இது உண்மை. இந்த வகை சமன்பாடுகள்‌ 
சுத்த கணிதம்‌ (Pure Mathematics) மற்றும்‌ பயன்பாட்டுக்‌ 
கணிதம்‌ (Applied Mathematics) ஆகியவற்றில்‌ மிக 
முக்கியத்துவம்‌ வாய்ந்தன. அத்தகைய சமன்பாடுகளை 
அடுக்குக்குறி தீர்வு முறையிலேயே தீர்க்க முடியும்‌. 

சமன்பாடு (1) இன்‌ மையக்கருத்து என்னவெனில்‌ Xo 
என்ற புள்ளியின்‌ அண்மையில்‌ கெழுக்கள்‌ P(x) மற்றும்‌ 
О(х) இன்‌: தன்மையைப்‌ பொறுத்தே, Xo இடத்து தீர்வின்‌ 
தன்மை அமையும்‌. இப்பாடத்தில்‌ P(x) மற்றும்‌. Q(x) ஆகியன 
Ху புள்ளியிடத்து ஒழுங்கானவை என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
அதாவது Р(х) மற்றும்‌ О(Х) ஆகிய ஒவ்வொன்றும்‌ Xy இன்‌ 
அண்மையில்‌ அடுக்குக்குறி விரிவு பெற்றன. 

இத்தகைய நிலையில்‌ X, என்ற புள்ளியில்‌ சமன்பாடு (1) 
இன்‌ சாதாரண புள்ளி எனப்படும்‌ (Ordinary Point). மேலும்‌ 
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சமன்பாடு (1) இன்‌ ஒவ்வொரு தீர்வும்‌ அப்புள்ளியிடத்து 
ஒழுங்கான்வை. வேறுவிதமாக கூறினால்‌, ஒரு புள்ளியிடத்து 
கெழுக்களின்‌ ஒழுங்குத்தன்‌மை அப்புள்ளியிடத்‌ து சம்ன்பாடு 
ப... இன்‌ எல்லா தீர்வுகளும்‌ ஒழுங்குத்தன்மையை 
| ரணயிக்கும்‌. அதாவது கெழுக்கள்‌ இடத்து 
ஒ.ழஓங்கானவை ஆகும்‌. ஒரு புள்ளி சாதாரண புள்ளி அல்ல 
achi அது ஒருமைப்‌ புள்ளி (Singular Point) எனப்படும்‌. 

மேற்கண்ட பத்தியில்‌ கூறிய வாக்கியத்தை நிருபிக்கும்‌ ` 
(முட சில எடுத்துக்காட்டுகளை காண்போம்‌. 
எடித்துக்காட்டு 1: 

у" +у=0 (2) 

என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள்வோம்‌. இச்‌ 
சபனபாட்டை திட்டவடிவவிலான சமன்பாடு 
Уу РООУ-ОС00у-0 உடன்‌ ஒப்பிட Р(х)-0 மற்றும்‌: 
பட. -1  எனக்கிடைக்கிறது. இந்த சார்புகள்‌ 
“ப றறும்‌ О(х) எல்லா புள்ளிகளிடத்தும்‌ ஒழுங்கான 
சார்பு ன்‌. எனவே நாம்‌ அதற்கு 

Хал =A +ax+a, +a + (3) 


“ எற வடிவிலான தீர்வைத்‌ தேடுவோம்‌. 
(3) ஐ வகையிட 

rR 44. | (4) 
மற்றும 

V $20, +3-2-a,x+4-3a,x Toda 2... (5) 
சமன பாடுகள்‌ ௫) மற்றும்‌ (2) லிருந்து 


61 


2a,+3-2-a,x+4-3a,x° +5-da.x +++ 
та, + a,x ках? + ax += 0 
(2a, + a,)+(3-2+a, +a,)x+(4-3a, +a, x + 
+ [Gn +]J) 2)4 5 + а, ] x ஆடு 


இருபுறமும்‌. கெழுக்களை சமப்படுத்த கிடைப்பது 


2a, +a = 9, 
3-2-а,-, = 0. 
4 3a, ae a, = 0, 


(n+D(n+ 2)a,,. +a, =0 


மேற்கண்ட வற்றிலிருந்து A>, A,,4,,°°° ஆகியவற்றை ёр 
அல்லது A, இல்‌ பின்ருமாறு எழுதலாம்‌. 











இக்‌ கெழுக்களை சமன்பாடு (3) இல்‌ பயன்படுத்த நமக்கு 





கிடைப்பது 
2 Q 3 Zo 4 а, 5 
- e = x + КЕЕ x 
он: நாட்ட த த. “Э.3-ЕС272-3:4-5 
1 xe D + x m 
ட வ 70; — — e ӘӘ 
а 1 ஐ 6 3! 51 (6) 
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2 6 


அறுத்த NX х х 


-т21|---ш--41-------..-ро.9 என G ம்‌, $ = y — + —— வல 
cuan Ol ப eee 


31 5 
எடுத்துக்‌ கொள்ள yay, +ay, எனக்‌ கிடைக்கிறது. 6, 
மற்றும்‌ A இன்‌ எந்த மதிப்புகளுக்கும்‌ (6) ஆனது சமன்பாடு 
(2) ஐ நிவர்த்தி செய்யும்‌. எனவே а, =1 மற்றும்‌ a, =Ü என 
எடுத்துக்‌ கொள்ள у ஆனது சமன்பாடு (2) இன்‌ தீர்வாகும்‌. 
இதுபோல а,-0 மற்றும்‌ ௬-1 எனவும்‌ எடுக்க VY, ஆனது 
சமன்பாடு (2) இன்‌ தீர்வாகும்‌. இதற்கு முந்தைய பாடத்தில்‌ 
கண்டபடி நாம்‌ நோக்க வேண்டியது தொடர்கள்‌ у, மற்றும்‌ 
У, ஆகியவற்றின்‌ ஒருங்கல்‌ தன்மை: ஆகும்‌. ஆனால்‌ விகிதச்‌ 
சோதனையின்‌ படி Ў; மற்றும்‌ Ул ஆகிய இரண்டு 
தொடர்களுமே எல்லா க்கும்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்களாகும்‌. 
இதனால்‌ அவற்றின்‌ நேரியல்‌ கூடுதலான (6) உம்‌ எல்லா x 
க்கும்‌ ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌, என்வே (6) ஆனது சமன்பாடு 
(2) இன்‌ சரியான தீர்வு ஆகும்‌. மேலும்‌ y, மற்றும்‌ y,- ன்‌ 
விகிதம்‌ ee மாறிலியல்ல என்பதால்‌ இரு தீர்வுகளும்‌ 
ஒன்றையொன்று சாராத இரு தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. இதனால்‌ (6) 
ஆனது சமன்பாடு (2) இன்‌ பொதுத்தீர்வு ஆகும்‌. மேலும்‌ 
906) - ௪, மற்றும்‌ у(0)=а, எனக்‌ கொண்டால்‌ இன்‌ சிறப்புத்‌ 
தீர்வு கிடை க்கும்‌. 


Ур மற்றும்‌ у, ஆகியன முறையே cosx மற்றும்‌ sin x 
இன்‌ விரிவுகள்‌ என்பதை நாம்‌ அறிவோம்‌. எனவே 
Y=, cosx+a siny ஆகும்‌. 
குறிப்பு: மேற்கண்ட எடுத்‌ துக்காட்டி_ல்‌ கண்டது போல 


தெரிந்த சார்பகளின்‌ விரிவாக்ச த இருக்கத்‌ தேவையில்லை. 


23 


மேலும்‌ அதனைக்‌ காண்பது மிகவும்‌ அரிது. இதனை விளக்க 


பின்வரும்‌ எடுத்துக்‌ காட்டைப்‌ பார்ப்போம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 2: பின்வரும்‌ Qammi (Legendre 


equation) சமன்பாட்டைக்‌ கருதுக. 

(1 х)" – 2ху' + р(р+ђу= 0 (7) 
இங்கு Р ஒரு மாறிலி. 
(7) ஐ பின்வருமாறு எழுத 


டட... தழுவி 
ரன அலு ரா y: 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. இதிலிருந்து கெழுககள்‌ சார்புகள்‌ 








| 2х х. p(p+1 
Р(х) = – 1.22 ‚О(х) = a, ) எனக்கிடைகிறது. 


மேலும்‌ P(x) மற்றும்‌ (Xx) ஆகிய இரண்டும்‌ பூச்சியத்தில்‌ 
ஒழுங்கான சார்புகள்‌ ஆகும்‌. இதிலிருந்து தெரிவது 
என்னவெனில்‌ பூச்சியம்‌ ஒரு சாதாரண புள்ளி என்பது ஆகும்‌. 
இதனால்‌ (7) க்கு y=) na" என்ற வமவிலான தீர்வை 


எதிர்பார்ப்போம்‌. 
У =? ax ஐ. இருமுறை வகையிட 
”-0 
y => (и+ђа எனவும்‌ 
7-0 


¥ =) 80-24. எனவும்‌ 
n 
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7 (+ Djan” 22 n(n—1)a,x" 8 


=) мах” + У р(р+1)а,х" = 0 
n=2. п=0. 


இருபுறமும்‌ கெழுக்களைச்‌ சமப்படுத்த கிடைப்பது 


(п+1)(п+ 2a, --01-1)на,-2на, + 2a, 
=—| n —n+ 20-2| a, 
=- {n +n- 2)a, = —(m+ 2)(n—I)a, 


_ (n+ 2m 0௪ _ (8—1), 
2 (nt D+ 2) rele 





| (р-т)(р+и+1) | 
“lig, = பப்ப 9) 
(и+1)(0+ 2) 
åA üp 1. ஆகியவற்றை (9) ஐப்‌ பயன்படுத்தி Go 
அல்லது A, இல்‌ பின்வருமாறு காணலாம்‌. 
1-2 2 ёс 
go ee 21365 தபம்‌ 
_-(2-2மு-3)_ _ Pw-2le+D+3) , 
Sie ee ee டல்‌) | i 520 
3-4 | 41 | 
(0-3Хр-4). (2-00Р-3ХР-2ХРр-4) 
FEY ЦУС ee ОЕ ட 


P-A, _ р(р-20р-#р+1Хр+Зур+5), 


a, 
4; = а, 


а, 
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Ap eS) l 


6-7 
_ _(p=D(p-3)Xp-5)(p+2)Xp+4)(p+ 6. 
6! ae 


оороесебееове ороооеоовоое оов орРрөсүөөүөөсөлөсзөүсөөөсоөөөөөоөө өө 


மேற்கண்ட கெழுக்களின்‌ மதிப்புகளை J => a,x" இல்‌ 
கக ஆம்‌ | я-0 
பிரதியிடக்‌ கிடைப்பது 


y= +ax+a, +050 + ae 
= а, + ах — = а, x” PE a 
அ Бин (2+3) ХОР (P -DU = = 2X p+ 4) 22 
_p(p-2Xp-4Xp+D(p+3Xp+5) | в 
ட வி АР ГАРТ a 


6! 
(р-0(р-3Хр- Doa pNP +B) ga 


4! W 


0, K. ம, PoP DP NPD). 


சமன்பாடு (7) இன்‌ தீர்வு (10). ஆகும்‌. 


Yı =1- PPH р AAD 


மற்றும்‌ 6! 
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V3 =y- PPID y OEP ள்‌ foes 


என எடுத்துக்கொள்வோம்‌. 

எனவே y=a tay, என மாறுகிறது. 

தொடர்‌ Ур க்கு விகிதச்‌ சோதனையைப்‌ 
பயன்படுத்‌ துவோம்‌. 


2-2. 
2,12% 


(р 2п)(р-2п+1), > 
(2n+ D27 + 2) 

















எனவே X இன்‌ எல்லா மதிப்புகளுக்கும்‌ தொடர்‌ 1/4 
இன்‌ ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ மிகை மதிப்புடையது. இது போலவே 
on க்கு பதில்‌ n எனபிரதியிட 


| ரே 
6: 


ax 


n 


xf 








என்பதால்‌. தொடர்‌ у, இன்‌ ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ மிகை 
மதிப்புடையது. இவற்றிலிருந்து நாம்‌ அறிவது என்னவெனில்‌ 
ஆனது а, மற்றும்‌ a, இன்‌ எல்லா மதிப்புகளுக்கு. (7)-க்கு 
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(10) ஒரு செல்லத்தக்க தீர்வாகும்‌. மேலும்‌ y மற்றும்‌ y 
ஆகியன சிற்ப்புத்தீர்வகளாகும்‌. 

குறிப்பு: (1) மேற்கண்ட கணக்கின்‌ தீர்வு ஏற்கனவே தெரிந்த 
சார்பின்‌ விரிவாக்கம்‌ அல்ல என்பதை நாம்‌ நன்கு அறிவோம்‌. 
குறிப்பு: (2] சமன்பாடு (10) இல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகள்‌ 
வின்டர்‌ சார்புகள்‌ எனப்படும்‌, மேலும்‌ அவை எப்போதும்‌ 


எளிதான சார்புகள்‌ அல்ல. 


குறிப்பு: (3) ஒரு மிகை முழு எண்‌ எனில்‌ ந; அல்லது у, 


Р ஒரு இரட்டைப்படை முழு எண்‌ எனில்‌ y, ஒரு முடிவுறு 
தொடராகவும்‌, p ஒரு ஒற்றைப்படை எண்‌ எனில்‌ у, ஒரு 
முடிவுறு தொடராகவும்‌ அமையும்‌. இக்குறிப்பிலிருந்து அறிவது 
என்னவெனில்‌ (7) ன்‌ சிறப்புத்தீர்வுகளை லெஜன்டர்‌ 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகள்‌ என்போம்‌. 
தேற்றம்‌ A: 

у"+ P(x)y' +Q(x)y = 0 (11) 

என்ற வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ சாதாரணப்‌ புள்ளி 
(regular point) Хо என்க. மேலும்‌ Ay மற்றும்‌ என்பன்‌ 
எதேச்சை மாறிலிகள்‌ எனில்‌ p(x,)=4, மற்றும்‌ 9-௯ 
என்ற தொடக்க நிபந்தனைகளை நிவர்த்தி செய்யக்கூடிய தும்‌ 
Xo புள்ளியிடத்து ஒழுங்கானதும்‌ அதன்‌ ஒரு அண்மையில்‌ 
ஒழுங்கானதுமான ஒரு ஒருமைத்தன்மையுடைய சார்பு 
(unique function) у(х) என்ற தீர்வு சமன்பாட்டுக்கு உண்டு. 
மேலும்‌ Ё»0|х-х/ЮЁ என்ற இடைவெளியில்‌ P(x) 
மற்றும்‌ Qx) ஆகியனவற்றின்‌ அடுக்குக்குறி விரிவாக்கம்‌ 
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செல்லத்தக்கது எனில்‌ அதே இடைவெளியில்‌ இத்தீர்வின்‌ 
அடுக்குக்குறி விரிவாக்கமும்‌ செல்லத்தக்க து. 

நிருபணம்‌: நம்‌ வசதிக்கு ஏற்றாற்போலவும்‌ மற்றும்‌ 
எளிமைக்காகவும்‌ Х,-0 என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌, 
இதனால்‌ பொ துமைத்‌ தன்மை (without loss of generality) 
மாறாது. அடுக்குக்குறி விரிவாக்கத்தை (x—x,) - ல்‌ 
எழுதுவதற்கு பதில்‌ Х-68 எழுதலாம்‌. இத்தகைய சிறிய 
எளிமையான சுருக்கத்தினால்‌ Р(х) மற்றும்‌ Qx) ஆகியன 
ஆதியில்‌ ஒழுங்கான சார்புகளாகவும்‌, மேலும்‌ அவற்றின்‌ 
அடுக்குக்குறி விரிவாக்கம்‌ 

Р(х) =D) PX" = Po t pix+ PX + (12) 

n=0: 

மற்றும்‌ 

0009-2 கக = q, ஏறக கும + (13) 

n=0 

எனவும்‌ அமையும்‌. மேலும்‌ அவ்விரிவாக்கங்கள்‌ 
2-х, х 5,(Ё»0) - ல்‌. ஒருங்கும்‌ தன்மை உடையன, 
தொடக்க நிபந்தனைகளை நினைவில்‌ நிறுத்தி (11) க்கு; 
ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ R உடையதும்‌ 

y=> ax" =a tartar + (14) 

”-0 

என்ற வடிவிலானதுமான தீர்வை காண முற்படுவோம்‌. 
(14) ஐ. வகையீடு செய்ய 

=} (nt ах =a 4 20,х4-Задх +--- (15) 

n=0 

மீண்டும்‌ (15) ஐ வகையீடு செய்ய 


у= 50-2௪, 37-28, +2-3a,x+3-4ayx + (16) 
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இப்போது 


Р(х)у = -36, x "Уи +1)а, ах” 


п=0 


= ர்‌ + Px + j; + Px +° “| |a, +2a,x +3a,x* ++ | 
= Poa, + (Ra, + Py2a,)x+ (Ra, + ச] 2a, + 20-3௪) jx Tray 


53 22 Р, (Е Dan | (17) 


п=0 | k=0 


இதுபோலவே 
Обу = Уа," ) а," arab аа, |” (18) 
m= 0 n=0 0 1 k=0 


(16) (17), மற்றும்‌ (18)ஐ (11) ல்‌ பிரதியிட்டு உறுப்பு 
வரிசைகிரமமாக கூட்ட கிடைப்பது 


> (n+ (+ 2)a, х" -У È р, (ар |e 
87 n=0 L k=0 
E 309 1,0, |5 -0 
அதாவது 
5 о 31 04-2)8,,5 + Ур, (k+Da,, + 5 q, ,a, | — 150 
n= ay = 


இருபுறமும்‌ குணகங்களைச்‌ சமன்படுத்த கிடைப்பது 


(n + бл + 2)4..» a Ур п-к (k 51a. + > 4, га, -0 
sb; [ன்‌ 


அதாவது 


71 


(n+1)\(n+2)a,,, = -21 р, (8-1), +q, ,a,] (19) 


என்ற A -&G மீள வரும்‌ சூத்திரம்‌. (recursion formula) 
கிடைக்கும்‌. 
булта) а,,а,,а,, сэ ஆகியவற்றை பின்வருமாறு а, 
மற்றும்‌. а, ல்‌ விரித்து எழுதுவோம்‌. 
2а, = (руа + GoM) 


2-3a, --(ра, +2р,а, 540, + ga) 
3-4а, --(т,а, +2ра, +3р,а, + qa, + HA + Qo) 


968 4006 woe 


மேற்கண்ட தேவைகளுக்குகிணங்க ஆனது, 
கொடுக்கப்பட்ட தொடக்க நிபந்தனைகளை நிவர்த்தி 
செய்யக்கூடிய சமன்பாடு (11) ன்‌ ஒருமைத்தர்வாகும்‌. 

தேற்றத்தை முழுவதும்‌ நிறைவு செய்ய Р(х) மற்றும்‌ 
Ox) ஆகியன | x|< R,R > 0 எனும்‌ போது ஒருங்கினால்‌ அதே 
இடைவெளியில்‌, Gy, G, ன்‌ எதேச்சை மதிப்புகளுக்கு 


டு 
n=0 
ஒருங்கும்‌ என நிருபிக்க வேண்டும்‌. 
r என்ற மிகை எண்‌ p < R என இருக்கட்டும்‌. எனவே 
P(x) மற்றும்‌ Q(x) ஆகியன ІХғ எனும்‌ போது 
ஒருங்கும்‌ தொடர்கள்‌ ஆகும்‌. மேலும்‌ அத்தொடர்களின்‌ 
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உறுப்புகள்‌ பூச்சியத்தை நெருங்குவதால்‌, M>0 என்ற 
மாறிலி, எல்லா 77- க்கும்‌ 
| Б,|Е" SM எனவும்‌ x (20) 
| 4, |r" < М எனவும்‌ (21) 
இருக்கும்‌. இச்சமனிலிகள்‌ (20) மற்றும்‌ (21) ஐ (19)-ல்‌ பிரதியிட 


|? [A +OP би +42 | 


n+ D+2)a 


п+2 





அதாவது 
(п+1)(0+2) а, | = 24 | +1) la | +a, li 
M ~ | : Ë * a J. ЭР 
= roe 41) |а, |а, IL +M|a,,,|r (22) 


இப்போது b. = |а, тетер б Е |а| எனவும்‌ மற்றும்‌ 7 > 0- 
க்கு | | 

| М < ள்‌ கன்‌ ட்‌ 
(n+1)(n+ 2)b,,, ar [Et Dba +5] Mba (23) 


k=0 


எனவும்‌ ,,8,,,,8,,*** ஆகியனவற்றை வரையறுப்போம்‌. 
எல்லா n- க்கும்‌ 0௪, 58, என்பது தெளிவு. 


இப்போது 
த்‌. (24) 
என்ற தொடர்‌ Х-6т எம்மதிப்புகளுக்கும்‌ ஒருங்கும்‌ என 


காண்போம்‌. (23) ல்‌ И-- க்கு பதில்‌ முதலில்‌ (2-1) எனவும்‌ 
பிறகு (7-2) எனவும்‌ பிரதியிட 
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Ge БӨ பட i ep, aqp rear | 
nat Db =a LEAD Ba +B] Мг 0) 
k=0 
என்வும்‌ 


(n—1)nb, = M 


AA 2 
2 246 +Db, + ம்‌, |r “ +Mb, r (26) 


F 





எனவும்‌ கிடைக்கும்‌. 


(25) ஐ 7-ஆல்‌ பெருக்க 


”-1 
7712-1)... = 25316 அறுக, +b, lr அர” 
k=0: 





A озса | | 
= = 246 +1)8;,, +8, | +rM (nb, +b, ,)+ Mb. r° (27) 
=0. 


(26) ஐ (27) ல்‌ பயன்படுத்த 


702-105. =(n—1)nb, -MB, r+ rM (nb, +b, ,)+ Mb,r° 
=[@—-Dn+rMn+Mr* |b, (28) 
(28)-லிருந் து 
b. "| |@m-Dn+rMn+ м? ட்ட | x| 
b x” | т(п +1) | 











[*|<7 என்பதால்‌ விகிதச்‌ சோதனைப்படி (ratio test) 
>b x" 
”-0 


என்ற தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. மேலும்‌ 0 4а, |S b, 


என்பதால்‌ ஒப்பீட்டுச்‌ Ganaa (comparision test) படி 


y= Sa" 
== 


என்ற தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. 
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p என்பது (Ir|< R எனில்‌ ) ஒரு ஏதேச்சை எண்‌ 
என்பதால்‌ 
у= ад 
”-0 
என்ற தொடர்‌ |x|< R எனில்‌ ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. 
எடுத்துக்காட்‌ டு 3: (I+ 2)y" +2xy"’-2y = 0 а ன்ற 
சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான அடுக்குக்குறி தொடர்‌ தீர்வைக்‌ 
காண்‌. இத்தீர்வை எளிய சார்புகளாக. எழுத முடியுமா? 
தீர்வு: 
J = Saar 
п=0 
என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ அடுக்குக்குறி 
தொடர்‌ தீர்வு: என்க. 


எனவே, 
үл У (0 + Dax", 
— 
y'=>`m+D@n+2)a,,.,x", 
- | 
இந்த у மற்றும்‌ у" ன்‌ விரிவுகளை கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாடு 
(1+x°)y"+ 2xy’-2y=0-& பிரதியிட 


(l+x°)> (n+ 1) +2)a, ,x" 222 (n +Ija x” – Уат = 0 
п=0 я-0 


n=0. 


2 (DD +3 படுக + ЭЗ пах" ~25 கல =0 


n=0. 
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இருபுறமும்‌ ஜூன்‌ குணகங்களைச்‌ சமப்படுத்த. 
(7--1)02--2)௪.... =-(n—I)na, - Ina, +2a, 
= — Г? —n+ 2n—2 |а, 
=—( +n-2)a, =-(n+ 2)(n—-Na, 


at-a, WD, 
“2 (wt rA 2) "pel. ° 


| Oy, Ae Ags ஆகியவையற்றின்‌ மதிப்பை “Go 


அல்லது A, ல்‌ பின்வருமாறு காணலாம்‌. 


இக்கெழுக்களின்‌ மதிப்புகளை 


со 
y= Хад” =H ae ах+а,х + a,x ер 
n=0 ç | 


பிரதியிட 
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а o 


а, 
у=аъ+ах+аух acd eres 5 — x fee 


= 1425-1244: Зайн ах 
3 5 7 : 


இதுவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு ஆகும்‌. 


ம்‌ 1 1 
he: 2554 9: டர வந்த 
y =1+x அத 5" 79% + орт 
767590 


என எடுத்துக்‌ கொள்‌. 


y =a +Hy, என மாறும்‌. மற்றும்‌ A ன்‌ எந்த 
மதிப்புகளுக்கும்‌ p=ayt+ay, என்பது கொடுக்கப்பட்ட 
சம்ன்பாடு ஆகும்‌. ௬-1 மற்றும்‌ ௪-0 என 
எடுத்துக்கொண்டால்‌ j ஆனதுகொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாடின்‌ தீர்வு ஆகும்‌. இதுபோலவே g, = 0 மற்றும்‌ a, =1 
என எடுத்துக்கொண்டால்‌ у, ஆனது சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 
ஆகும்‌. அதாவது у மற்றும்‌ ந, ஆகியன கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. tan х ன்‌ விரிவு 

| ft A: 8 

(ах р үг-ээ 

ЭЭ ட்‌ தத்‌ 
என அறிவோம்‌. என்வே பொதுத்தீர்வு 

# = а, tan” x + a;¥ 5 
என மாறுகிறது: 

எடுத்துக்காட்டு 4: "+ '—xy=0 என்ற சமன்பாட்டுக்கு 
மூன்று உறுப்புகள்‌ கொண்ட மீளவரும்‌ வரும்‌ சூத்திரம்‌ 
உடையது என்பதை சரிபார்‌. மேலும்‌ 
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>  p(0=03(0)=1 

என உள்ளவாறு y(x) மற்றும்‌ у,(х) என்ற இரு அடுக்கு 
குறி தொடர்‌ தீர்வுகளைக்‌ காண்க. 

தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 

у +у-ху=0 (1) 
இச்‌ சமன்பாட்டின்‌ அடுக்குக்குறி தொடர்‌ தீர்வு 

у= а," (2) 

үс = 

என்போம்‌. 


என்வே 


| y= ина mie (3) 


poe => +1)(0+ 2)а, зх (4) 
(2), (3), (4), 2 (1) ல்‌ பிரதியிட 
Lorne 42௧.5” அ Bae "хў a,x” =0 
n=0 
அதாவது 
Lerner Dana ட்கள்‌ -Ха х" =O 
х" டன்‌ குணகங்களை சமப்படுத்த கிடைப்பது 
(2+ D(n+2)a,,. = Ant Daya +a, 
அதாவது 


(n+1)(n+2) 
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(5) ஆனது மூன்று உறுப்புகள்‌ கொண்ட மீள. வரும்‌ 
சூத்திரம்‌ ஆகும்‌. எனவே கணக்கின்‌ முதல்‌ ப்குதி 
சரிபார்க்கப்படுகிற து. 





i 2-3 இட இதுல 243:2253 
சீத்‌ புடல்‌ ப р வல்‌ 





3 4-3. 705. அ அழுதது *2.5.4.5. 


இக்கெழுக்களின்‌ மதிப்புகளை 


LaF Хад = Go o +G x +a, AX tro ë 
n=0 
பிரதியிட 








தை அட அ டே ஆ ப 
2 З 250 91314. 9.4747 


_ 4а а jis 
Яо 3 + — ட x 4.» 
2-3-4-5 2-3-4-5 











அதாவது 
х2 x! ЁО 
y=a,) 1+ — ~ ஆ பப்படம்‌... |+ 
x 2-3 அதக 2-3-4°5 | 
த தித்தி 4x? | 
[தடட அடி Е Aa T. 
2 2-3 2-3-4 2-3-4-5 
எனவும்‌, 
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х“ 4% 


м; ன தைன நவ்‌ 3 
2.3.4 2-3-4-5.- எனவும்‌ 





Sg eee 
ன னன்‌ வ 
எடுத்துக்‌ கொள்ள, 2,0, ன்‌ எந்த மதிப்புகளுக்கும்‌ 


Y=), +a. 
என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ 
பொதுத்தீர்வாகிற து; 
а, ௪1,4 =0 எனில்‌ у கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ 
а =0,4,=1 எனில்‌ у, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வு ஆகும்‌. 
மேலும்‌ y,(0)=1L{(0)=0 மற்றும்‌ 
у,(0)= 0, у,(0) =1 எனவும்‌ உள்ளது. 
பயிற்சி-7 


| (1—x2)y"_ x+ p'y=0, (DEG மாறிலி) என்ற 
செபிச்செவ்‌ (Chebyshev) சமன்பாட்டுக்கு. |x [<1 எனில்‌ 
செல்லுபடியாகும்‌ ஒன்றையொன்று சாராத இரு 
தீர்வுகளைக்‌ காண்‌. 


2 y-2xy'+2py=0(p) PG மாறிலி) என்ற ஹெர்மைட்‌ 
சமன்பாட்டின்‌ ( Hermite equation ) பொதுத்தீர்வு 


y(x)=a,,G)+ay,G), இங்கு 


17 РРБ 2° р(р-2) + 2р(р-2)р- 4) Gy yt: 
கட்டச்‌ Үйл тарга) x ike பற்றித்‌ x TF 


மற்றும்‌ 
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20р-1) 1) 88-10 “2(р-11Р- 3) i 


y,(x) =x— 2 51 
71! 


எனக்‌ காட்டு. 


3. 


y +y + у =0 என்ற. சமன்பாட்டுக்கு УС Уа, х" 
என்ற у= а,9(х)+2,у,(х) என்ற வடிவிலான 
தீர்வைக்‌ காண்க. இங்கு y, (x) மற்றும்‌ y, (x) என்பன 
அடுக்குக்குறி தொடர்கள்‌. 

y+y—-xy=0 என்ற சமன்பாட்டுக்கு மூன்று 
உறுப்புகள்‌ கொண்ட மீள வரும்‌ சூத்திரம்‌ உடையது 


என்பதை சரிபார்‌. மேலும்‌: 
а) y,(0)= 2 (0)-0 


என உள்ளவாறு 1%, (x) மற்றும்‌ y, (x) என்ற இரு 
அடுக்கு குறி தொடர்‌ தீர்வுகளைக்‌ காண்க. 
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அத்தியாயம்‌ 8 


ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளிகள்‌- 1 
(Regular singular points) 

y +P +0(х)у=0 0 
aip சமன்பாட்டின்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி Ху- யிடத்து 
P(x) மற்றும்‌ О(х) இவற்றில்‌ குறைந்தபட்சம்‌ ஒன்று 
ஒழுங்கானது: அல்ல எனில்‌. Хо ஐ ஒருமைப்‌ புள்ளி என்போம்‌. 
Ny ஒருமைப்‌ புள்ளி எனில்‌ அப்புள்ளியிடத்து முந்தைய 
பாடத்தின்‌ முறைகளை பயன்படுத்த இயலாது. இது மிகவும்‌ 
கவனத்தில்‌ கொள்ள வேண்டியதாகும்‌, வகைக்கெழுச்‌ 
சமன்பர்டுகளில்‌ ஒருமைப்‌ புள்ளிகளை விலக்க விரும்பினால்‌, 
அப்புள்ளிகள்‌ மிகமுக்கியத்துவ்ம்‌ பெறுகிறது. உதாரணமாக 


x x 








என்ற சமன்பாடுக்கு x= 0 என்பது ஒருமைப்‌ புள்ளி ஆகும்‌. 
மேலும்‌ N = X,); = — ஆகியன x >0 எனில்‌ ஒன்றைஒன்று 
சாராத இரு தரவுகள்‌. ஆகும்‌. இதனால்‌ y= CX + сүх” 2 என்பது 
£0 என்ற இடைவெளியில்‌ பொதுத்தீர்வாகும்‌. பூச்சியத்து 
அருகில்‌ வரம்பூடைய தீர்வுகளைப்‌ பற்றி அறிய விரும்பினால்‌ 
அது பொதுத்தீர்வில்‌ 2,-0 என பிரதியிடக்‌ கிடைக்கும்‌. 
(x-x,)P(x) மற்றும்‌ (௫-%)20() ஆகியன ஒழுங்கான 
சார்புகள்‌ எனில்‌ х, என்ற ஒருமைப்‌ புள்ளி சமன்பாடு: (1) 
-ன்‌ ஒழுங்கான ஒருமைப்‌ புள்ளி என அழைக்கப்படும்‌. 


உதாரணமாக 
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அம்ப Ds 
rere та 
என்ற லெஜன்டர்‌ சமன்பாட்டை. аа 
PO) = x ао а 20211 ஆகும்‌: Tat 


x, 1 тэй 
2X 


(1- x)P(x} ЭРЭ 


ஆனது X, =1 இடத்து ஒழுங்கான து. 
| ப ЕК1 a 
இது போலவே உ -1, எனில்‌ 0-3 00) EEA. 
ம்‌ Ху, இடத்து ஒழுங்கானது. எனவே X ௪1 என்பது 
லெஜன்டர்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி ஆகும்‌. 
ஆகும்‌. மற்றொரு எடுத்துக்காட்டாக பின்வரும்‌ பெசல்‌. 
சமன்பாட்டை கருதுவோம்‌. 
wy tay + – р?)у=0 am (2) 
இதனை 
” 1. Р х? – 
yeas VERS 





என எழுதலா ப 

xP(x) =1,x°0(x)= x? —pஆகிய இரண்டும்‌ х-0 இடத்து 
ஒழுங்கானவை. என்வே y=) என்பது பெசல்‌ சமன்பாட்டின்‌ 

ஒழுங்கான ஒருமைப்‌ புள்ளி ஆகும்‌. 

х=0 என்ற புள்ளியிடத்‌ து ஒரு ஒழுங்கு சார்பானது 
ர்க” *- என்ற வடிவில்‌ இருக்கும்‌. எனவே 


i. 
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Р(х) ar + аа b + bxt bx? +e 
Хак x 


As 22.6 : 
О(х) = ந்‌ br bn, +OX+C,X +e 


இவற்றில்‌ x- ன்‌ குறையடுக்குகளில்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு கெழு 
பூச்சியமல்ல எனில்‌ 90 என்பது சமன்பாடு (1) ன்‌ ஒருமைப்‌ 
புள்ளி ஆகும்‌. இனி சமன்பாடு -(1) க்கு 
рээ (a, аха,” +.) = арх" нах" нарх"? tee (3) 


(இங்கு M என்பது குறை முழு எண்‌ அல்லது பின்ன 
எண்‌ அல்லது விகிதமுறா எண்‌) என்ற வடிவில்‌ தீர்வினை 
காண விழைவோம்‌. பின்வரும்‌ ஆய்லர்‌ சமன்பாட்டை (Euler 
equation) கருதுவோம்‌. 


xy" + py + gy = 0 (4) 


நடிகரா y=0 (5) 
x x 

என எழுதலாம்‌. எனவே xP(x)= р மற்றும்‌ ¥2O(x)=q: 
0,4 ஆகிய இரண்டும்‌ பூச்சியம்‌ அல்ல எனில்‌ சமன்‌ பாட்டுக்கு 
பூச்சியமானது ஒழுங்கான ஒருமைப்‌ புள்ளி ஆகும்‌. 
இச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ பொதுவாக எல்லா 
கணக்குகளையும்‌ தீ ர்க்க பாலமாக அமைகிறது. இத்தகைய 
பொதுத்தீர்வுகளைக்‌ காண z=logx என்ற மாற்றத்தைப்‌ 
பயன்படுத்த சமன்பாடு ஆனது மாறிவிகளை கெழுக்களாகக்‌ 
கொண்ட சமன்பாடாக மாறுகிறது. இப்போது 2 =logx,x> 0, 
எனில்‌ 
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— рв 

x de x dz dz ах 
2 

1 dy 1821 


_ பு. 1 а 2 


y மற்றும்‌ ந” ஐ சமன்பாடு (4) ல்‌ பிரதியிட 


x’ y" + pxy"+ gy = 0 
d* ‚ d | ñ | 
aa gh too 
Bae Neel SY: 
ர(2- 28 ау-0 (6) 
(6) ன்‌ சிறப்புச்‌ сати 


т? +(p- Titties 0 (7) 


(7) க்கு m,m, என்ற ஷ்‌ தீர்வுகள்‌ உண்டு எனில்‌ 
(ஒன்‌ தீர்வுகள்‌ е" "(е)" = ў" 


மற்றும்‌ 
ga" = (e Ja = х" ஆகும்‌. 
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m-ig 77, = т, என்ற ஒரே ஒரு தீர்வு மட்டுமே உண்டு 
எனில்‌ (7)-ன்‌ தீர்வுகள்‌ x" மற்றும்‌ х" logy ஆகும்‌. 340 
எனில்‌ (----х என பிரதியிட்டு சமன்பாட்டை 750 க்கு தீர்க்க 
வேண்டும்‌. 
மேற்கண்ட ஆய்லர்‌ சமன்பாடும்‌ அதன்‌ தீர்வுகளையும்‌ 
இரு காரணங்களுக்காக கொடுக்கப்பட்ட து. முதல்‌ காரணம்‌, 
ஆதியை ஒழுங்கான ஒருமைப்‌ புள்ளியாக கொண்ட 
பொதுவான லகைக்கெழு சமன்பாடு என்பது சமன்பாடு (5)-ஐ 
குறிக்கும்‌. இங்கு Р மற்றும்‌ 4 ஆகியன அடுக்குக்குறி 
தொடர்களால்‌ மாற்றப்படுகின்றன்‌. அதாவது 


ут Po 27 p+ ps 9 (0 зарлаа shad -0 (8) 
x x 
இரண்டாவது காரணம்‌ (5) விருந்து (8) க்கு மாற, 
மாறிகளுக்கு பதில்‌ அடுக்குக்‌ குறி தொடர்களை பயன்படுத்த 
முடியுமெனில்‌ (7) லிருந்து (8 ன்‌ தீர்வுகளுக்கு மாற х” க்கு 
பதில்‌ தொடர்‌ (3) ஐப்‌ பிரதியிட வேண்டும்‌. எனவே (8) க்கு 
ஒன்றையொன்று சாராத (3) வடிவில்‌ உள்ள இரு தீர்வுகள்‌ 
உண்டு என்று எதிர்பார்க்கலாம்‌ அல்லது ஒரு தீர்வு இந்த 
வடிவிலும்‌ மற்றது 
у= х" log x(a, +x + а Here) x > 0 இ 
என்ற வடிவிலும்‌ எதிர்பார்க்கலாம்‌. இப்போது а, = 0 
எனில்‌ மற்றும்‌ (9) ல்‌ உள்ள விரிவாக்கத்தில்‌ х — өт முழு 
எண்‌ அடுக்கை அடுக்குக்குறி தொடர்களாக காரணிப்படுத்த 
முடியும்‌ மேலும்‌ அவற்றை x” உடன்‌ சேர்க்க முடியும்‌. 
என்வே நாம்‌ எப்போதும்‌ a, 20 என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
(3)- ல்‌ தொடர்‌ “ஃபிர்பினஸ்‌ தொடர்‌” ( Frobenius Series) 
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எனப்படும்‌. இந்த வகை தொடர்‌ தீர்வுகளை காணும்‌ முறைக்கு 
“3 பிரபினஸ்‌ காரணிப்படுத்தல்‌ முறை” எனப்படும்‌. m=0 
அல்லது மிகை முழு எண்‌ எனில்‌ ஃபிரபினஸ்‌ தொடரானது 
அடுக்குக்குறி தொடர்களை உள்ளடக்கியது. இம்முறை 
பின்வரும்‌ எடுத்துக்காட்டு: மூலம்‌ விளக்கப்படுகிற து. 


இதற்கு 
2x*y" +x(2x+1)y'- у= 0 (10) 


என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
இச்சமன்பாட்டை பின்வரும்‌ வடிவில்‌ எழுதுவோம்‌. 
1 ல்‌ 1 
АО БИГ В D 11) 
y -4--у +—2-y=0 ( ) 
Х Х 
1 
at 
எனவே, P(x) = 2 
இதனால்‌ T 





1 
மற்றும்‌ இழு, -2 ஆகும்‌. 


xP(x) = тэх எனவும்‌ 1 == எனவும்‌ ஆகிறது. 


шоог x=0 என்பது ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி 
ஆகும்‌. இப்போது ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ வடிவ தீர்வை எடுத்துக்‌ 


கொள்வோம்‌. 


y=x " (а; захаа ++: “= a,x” tax аад” +++. (12) 


எனவே 


у =aymx”™ +а(т+1)х" + a,(m+2)x"" 4... 


மற்றும்‌ 
у" =aym(m—1)x"* +a (m +1)mx” +a (m+ 2)(т +1)x" + 
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எனவும்‌ கிடைக்கிறது. У,У,у ஆகியவற்றை சமன்பாடு 
(11) ல்‌ பிரதியிட கிடைப்பது. 
Га,т(т -1)x” +a (m+1)mx" +a, (m+ 2)(m+Dx” ++ | 


T 


-- 





[атх" + a, m+ Dx” + a, (m+2) ஏ" +...] 


1 


+ = | a” tax” арт ан 1-0 


அதாவது 


[amm —1)++a (m+1)mx+a,(m+ 2)(m+1x + | 
1 


— » 


42 > [amx +a,(+1)x’ +а,(т+2)х + | 
1 


+ ах ах а,х ++ | 20 





இருபுறமும்‌ கெழுக்களைச்‌ சமப்படுத்த கிடைப்ப்து. 


ல்‌ மனம்‌, 
а, 2: -1) 57 Л -0 
«(вээ ан) Гая 


а, [தந்தப்‌ на) га (m+1)=¢ (13) 
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ஏற்கனவே கூறியதைப்‌ போல்‌ a,#0 என்பதால்‌ 
т(т ந்து (14) 
(பதக И ae ( 


சமன்பாடு (14) உள்ளார்ந்த: சமன்பாடு. (Indicial equation) 
எனப்படும்‌. சமன்பாடு (14)-ன்‌ தீர்வுகள்‌ m =1,m, 3 
மேலும்‌ (12)-ல்‌ உள்ள அடுக்கு M— r முடியுமான தீர்வுகள்‌ 


ஆகும்‌. 
m-a ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும்‌ (13)-ன்‌ இதர சமன்பாடு 

களிலிருந்து, a. q... ஆகியனவற்றின்‌ மதிப்புகளை சூல்‌ 

காண்போம்‌. x 
m= 1 எனில்‌ 

п АНА Ес 

(m +m + 207 +1) BS | 


баи (m+ 2) 2 35 


= 0 НЭГ | 
1 = а, 


(m + lim + —G@n +1)- — 
) zen 1-2 


7G, G2 +1) 
с. "a - ( 1) - 256 


(7:-230т--1) டி ஆட 
(m+ on-+1)+ (+2) 5 
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இம்மதிப்புகளை. சமன்பாடு (12) ல்‌ பிரதியிட, ஐ-1எனில்‌ 


y= y" (a, +ax+a, + ) 


Эс ҷа tan x pie +=. | а fi = 2 ட்டர்‌ ம ] 
Š ந்த ட்ட p Su pa pa sake : 5ம்‌ 
என ஆகிறது. 

; இப்போது a, -1 எனில்‌ 


ОМА \ (15) 
. = x 1--2 +— x += 


y 
ஆகும்‌. இது போலவே = -, எனில்‌ 


I 
У = X 2 ( -Х кта? + J (16) 


ஆகும்‌. தீர்வுகள்‌ (15) மற்றும்‌ (16) ஆகியன х>0 எனில்‌ 


ஒன்றையொன்று சாராதவை. எனவே x >0 எனில்‌ சமன்பாடு 
(10) ன்‌ பொதுத்தீர்வு | 


27-௮4 27%. 
ஆகும்‌. > 

எடுத்துக்காட்டு 3: 
х(х-1)У-2(3-1)У-3Ху-0 என்ற வலை க்கெழு 


சமன்பாட்டின்‌ ஒருமைப்‌ புள்ளிகளைக்‌ கண்டுபிடித்து 
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தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
x'(x-1)y"—2(x-Dy+3ay=0 
இச்சமன்பாட்டை 
y +P(x)y +00)у=0 
என்ற வடிவில்‌ எழுத 
o 2, а 2 
ЖОЛОО (Цас y и 
aala, Р(х) =—— Zo x)= ie x (1): சமன்பாட்டின்‌ 


ஒருமைப்‌ புள்ளிகள்‌ 0 மற்றும்‌ 1 ஆகும்‌. x, =Ü என்ற ஒரு 
ஒருமைப்‌ புள்ளியை எடுத்துக்கொள்வோம்‌. 


(x—x,)P(x) =P- 
X 
மற்றும்‌ 
с-хУд09-3000)--2- 
У 
ХР(х) மற்றும்‌ OG) ஆகிய இரண்டும்‌ x=0 ல்‌ 
பகுமுறைச்‌ சார்புகள்‌ (analytic function) அல்ல. எனவே x =0 
என்பது ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி அல்ல (irregular singular 
point), 


இப்போது xX -1என்ற ஒருமைப்புள்ளியைக்‌ கருதுவோம்‌. 


(x aa X, )P(x)= (x м 02) 2 AS D 


மற்றும்‌ 





(x20) = 0-1? ЕЕ ] 4 
“கடு. 
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ஆகிய இரண்டும்‌ х-1 இடத்து பகுமுறைச்‌ சார்புகள்‌ 
ஆகும்‌. எனவே x=] என்பது ஒழுங்கான ஒருமைப்‌. புள்ளி 
(regular singular point) ஆகும்‌. 
х=0 என்ப து நர +(sinx)y =Ü என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
எத்தகைய புள்ளி என்பதை ஆராய்க. | 
у" + (sin х)у = 0 
இச்சமன்பாட்டை 
y" + P(x)y' + Q(x)y= 0 
உடன்‌ ஒப்பிட | 
P(x)=0,0()=sinx என கிடைக்கிறது. х= 0 என்பது 
ஒரு ஒருமைப்‌ புள்ளி. மேலும்‌ 
(x— x, )P(x)= xP(x)= 0 
மற்றும்‌ 
(x— x) QG) = x°Q(x) = 0. 
எனவே, xP(x) மற்றும்‌: XO ஆகிய இரண்டும்‌ x=0 
இடத்து பகுமுறைச்‌ சார்புகள்‌ {analytic function) ஆகும்‌. 
எனவே. y—0 என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிற்கு ஒரு 


ஒழுங்கான ஒருமை புள்ளி ஆகும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு 3: xty"+(sinx)y=0 என்ற 
வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டிற்கு x=0 என்ற புள்ளியின்‌ 


தன்மையைக்‌ காண்க. 


தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 





x*y"-+ (sin x)y =0 
இச்சமன்பாட்டை 
у"+Р(х)у + Q(x) y =0 
என்ற வடிவில்‌ எழுத 
„ Sinx 
ரத்தப்‌ Дзя 0 
x 


என Ga, Р(х) = 0, O(x) A siny 





хэ - 
19 எனில்‌ 


(x —x))P(x) = xP(x) = 0 
மற்றும்‌ 
(х-х,Об) = 200) =. 


x 





பய ட SINE | 





ஆனது х=09 5а பகுமுறைச்‌ சார்பு அல்ல 
என்பதால்‌ х= 0என்பது ஒழுங்கற்ற ஒருமைப்புள்ளி ஆகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 4: 

4333. (2 = 5x)y + (Bx? + 2)у= 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
உள்ளார்ந்த சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடித்து அதன்‌ 
தீர்வுகளைக்‌ காண்க. | 
தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
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Ax? +(x" —5x)y + (3x°+2)y=0 
இச்சமன்பாட்டை 

у'+Р(х)у + Q(x)y = 9 
என்ற்‌ வடிவில்‌ எழுத 


2x* —5x эх 2 
4x" ут? 


ау Sy 2Х-5 3x° +2 
க்க s துருவ aa 
Ax? 4x 20) Ax’ 


y=0 





y+ 


x 








Pea 5 PO(x J= ஆகிய இரண்டும்‌ x=0 


இடத்து தட ன ee கன்‌. Е O என்பது ஒழுங்கான 
ஒருமைப்புள்ளி ஆகும்‌. 


y=x"(a,+ax+a,x +: +) என்க, 


х= q x” +a X” + as” Ён 


இப்போது வகையிட 


y'=amx” 1 +a (т+1)х" +а,0т+ ந”! +: 


மற்றும்‌ 


”-1 


நூ =am(m- Jx”? +a,(m+)m +: 


yy மற்றும்‌ y ஆகியவற்றை கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டில்‌ பிரதியிட்டு х”) ஆல்‌ இருபுறமும்‌ வகுக்க 


கிடைப்பது 
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| aim -D +a (m+ 1)mx +a, (m +2)(m +1)x? ++ | 





{2 атат) +a,(m+1)x? +--+] 


4 
+| — || a +ах+а,х அடு 


உள்ளார்ந்த சமன்பாட்டுக்கு, இருபுறமும்‌ மாறிலிகளச்‌ 


சமப்படுத்த 


4, 2: 83) -2m “| -0 


a, Ü என்பதால்‌ உள்ளார்ந்த சமன்பாடு 


Sm 2 


т(т-1)---4-2:0 
(т –1) 1 


4 


ишт சி-8 


1. 


பின்வரும்‌ வகைக்கெழு சமன்பாடுகளுக்கு ஒருமைப்‌ 
புள்ளிகளைக்‌ கண்டுபிடித்து வகைப்படுத்‌ துக. 

(8) X 1) у" -ஜ01- х)у +290 

(b) х2у"-(2-х)Уу =0 


பின்வரும்‌ வகை க்கெழு சமன்‌ பாடுக ளுக்கு. X= 0 
என்பதன்‌ தன்மையை ஆராய்க. 


(a) у" + (sin х)у = 0 


(с) ху" +(sinx)y =0 


(b) xy" +(sinx)y =0 
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பின்வரும்‌ amadGaap சமன்பாடுகளுக்கு x=0 என்பது 
ஒருமைப்‌ புள்ளி எனக்‌ காட்டி அவற்றிற்கு 
ஒன்றையொன்று சாராத இரு. ஃபிரபின்ஸ்‌ தீர்வுகளைக்‌ 
காண்க. 
(a) 4xy"+2y'+ yp=0 
(b) 2ху"-(х-1)у -3у-0 
பெசல்‌ சமன்பாட்டில்‌ ற = Ü எனில்‌. xy" + xy +x y=0. 
இச்‌ சமன்பாட்டின்‌ உள்ளார்ந்த சமன்பாட்டுக்கு ஒரே 
ஒரு தீர்வு மட்டும்‌ உண்டு எனக்‌ காட்டி இப்பாடத்தில்‌ 
பயின்ற முறைப்படி 

a 


p= ள்‌ гну" 
என்பது ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ தீர்வு எனக்‌ கொணர்க. 


xy" + (cos 2x —1)y’ +2ху=0 என்ற வகை & Qs Gp 
சமன்பாட்டின்‌ உள்ளார்ந்த சமன்பாட்டைக்‌ 


கண்டுபிடித்து அதன்‌ மூலங்களைக்‌ காண்க. 


96 








அத்தியாயம்‌ 9 








ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளிகள்‌ I 


இப்பாடத்தில்‌ பின்வரும்‌ பொதுவான இரண்டாம்‌ வரிசை 
நேரியில்‌ வகைக்கெழு சமன்பாட்டை தர்ப்பதைப்‌ பற்றி 
பார்ப்போம்‌. 
y' + P(x)y +О(а)у = 0 | (1) 
குறிப்பாக y=0 என்ற ஒழுங்கான்‌ ஒருமைப்‌ புள்ளியின்‌ 
அருகில்‌ (1) ன தீர்வைப்‌ பற்றி விவாதிப்போம்‌. முந்தைய 
பாடத்தில்‌ கண்டதின்‌ படி (1) க்கு 
у=х"(а +ах+а,х? +--:) (2) 
என்ற. ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ அமைப்பிலான தீர்வைக்‌ 
காண்போம்‌. சமன்பாடு (2) ல்‌ а, +0 மற்றும்‌ m 
தீர்மானிக்கப்பட வேண்டிய எண்‌. хэ» 0: என்ற இடைவெளியில்‌ 
தீர்வின்‌ இயல்பைப்‌ பற்றியே விவரிப்போம்‌; ஏனெனில்‌ х 0 
என்ற இடைவெளியில்‌ தீர்வின்‌ இயல்பை அறிய ¢=—x என 
பிரதியிட்டு கிடைக்கக்‌ கூடிய சமன்பாட்டிற்கு 750 க்கு தீர்வு 
கண்டால்‌ போதும்‌. 
xP(x) மற்றும்‌ VOY ஆகியன х-0 இடத்து 
ஒழுங்கானவை. மேலும்‌ அவற்றிற்கு |хЇїсВ,(К» 0) எனில்‌ 
= л 2 Ло < л У 
ХРО) = 2 p. OR) = ௭ (3) 
п=0 


என்ற. அடுக்குக்‌ குறி தொடர்‌ விரிவாக்கங்கள்‌ உண்டு 


கண்ட முறைப்படி (2)-ல்‌ உள்ள ஐன்‌ வெவ்வேறு 
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மஜிப்புகளுக்கு Gy,4,,4,,°° ஆகியவற்றின்‌ மதிப்புகளை 
தணக்கிட வேண்டும்‌. (2) ஐ பின்வருமாறு எழுதுவோம்‌. 


y=") ax’ =) சத்‌ 
7-0 ”-0 
இப்போது வகையிட 


ஐ 
= >; a,(m+n)x™™ 
n=0 
.. W: Р х 
=x" J கற? 
n=0 


у" == Sa, (т + n)(m +n- pe 


n=0: 


= x зуд (т +п)(т + п –1)х"" 
n=0 


0) ல்‌ உள்ள POY மற்றும்‌ О(х)у ஆகியவற்றை 
பின்வருமாறு எழுதலாம்‌. 


P(x)y’ = LIS ЖАН 


x x = 0 E 0 
2 அடி ழ்‌ — Х а,(т L 118558) 


i ИЯ “| в (m + n)x” | 
E றட (ம w) 


эрх ++ а „(т 0 л 


е 
m ர்‌. M | 
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0-130 Р 


aa) = баада а.е 


k=0 


இப்போது УРООУ ,ОӨСОУ aiaa (1) 69 பிரதியிட 
கிடைப்பது 


yy a, (m+n(m+n- Dx" 
”-0 
+ ஸ்‌” >> p, @ a,(m+k)+ pa a, (m+ 23 
+? эрэ q, a, + ай, | х" =0 
п=0 L k=0 
இப்போது ஜு? ஐ நீக்க 
> ` (a,[(m+nXm+n 05 (m+n)p, +q | 
0 
п-1 Re 
+ 2, а, [m -Юр,, 14. |” -0 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌, 


х” ன்‌ குணகங்களை சமப்படுத்த கிடைப்பது, a, - ல்‌ 
கீழ்க்‌ கண்ட மீள வரும்‌ சூத்திரம்‌ ஆகும்‌. 
a, [(m + n)(m + )+(m+n)p, + qo] (4) 


Salons கா்‌ 
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(4) லிருந்து கிடைப்பது 
a, [m(m —1) + mp, +4,,| = 0 
а [ (m+ 1)m + (m+ 1) py +H] +a, (mp, +%)= 0 
a, [mn +2)0т +1) (mt 2)p, +9,] +a, (mp, +a) 
+a[(m+Dp,+q,]=0 
a, Доп +n)(m +n—1) +(m+n)py 4-4, атр, +q) 
+a [m+n-Dp +a] = 0 


ர: 


J (m) =m(m –1) + mp, + என பிரதியிட,மேற்கண்ட 
சமன்பாடுகள்‌ பின்வருமாறு மாறுகின்றன. 

a, f (m)=0 

a,f (m +1) +a, (mp, +9,)=0 

a, f (m+2)}+a, (mp, +q,)+a[(m+l)p, +a |=0 


a, f(m+n)+a,(mp, +q,)+:°+4,[(m+n-lp, +4] =0 


-© 
°. 


а, + என்பதால்‌ மேற்கண்ட சமன்பாடுகளில்‌ முதல்‌ 
சமன்பாட்‌ டிலிருந்து 
m(m—1}+mp, + q, = 0 (5) 
எனக்கிடைக்கிறது. இச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ mi,m, 
எனில்‌ இவை சமன்பாடு (1) ன்‌, x=0 என்ற. ஒழுங்கான 


ஒருமைப்‌. புள்ளியிடத்து அடுக்குகள்‌ (exponents) ஆகும்‌, 


100. 


தேற்றம்‌ A: சமன்பாடு (1) ன்‌ ஒழுங்கான்‌ ஒருமைப்‌ புள்ளி 
2-0 எனவும்‌ |х|<Е(К>0)- ல்‌ xP(x) மற்றும்‌ 
009) அடுக்குக்குறி விரிவாக்கங்கள்‌ செல்லத்தக்கது எனவும்‌ 
எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. உள்ளார்ந்த சமன்பாடு (5) ன்‌ தீர்வுகள்‌ 
m,m, மற்றும்‌: m, < m, எனில்‌ சமன்பாடு (1)-க்கு குறைந்தபட்சம்‌ 
ஒரு தீர்வாவது, 04-47? என்ற இடைவெளியில்‌. 

у= У ax", (a +0) © 

என்றவாறு இருக்கும்‌. மீள வரும்‌ சூத்திரம்‌: (௫-ல்‌ M க்கு 
பதில்‌ m ஐ எழுத å, -sw ௬-ல்‌. தீர்மானிக்கப்படுகிறது. 
மேலும்‌ தொடர்‌ Pax" ஆனது |х| Каа ஒருங்கும்‌ 
தொடர்‌ ஆகும்‌. m—m, ஆனது பூச்சியமாகவோ அல்லது 
மிகை முழு எண்ணாகவோ இல்லையெனில்‌ சமன்பாடு (முக்கு 
அதே இடைவெளியில்‌ 

V= хуа. (а, = 0) (7) 

என்ற வடிவில்‌ இரண்டாவது தீர்வு உண்டு. இங்கு முன்பு 
போலவே (4)- 7 க்கு பதில்‌ m, ஐ எழுத а, ஆனது 
ல்‌ தர்மானிக்கப்படும்‌, $ ax" ஆனது || 8 எனில்‌ 
ஒருங்கும்‌ தொடர்‌. 

வகை iim =m, எனில்‌ இரண்டாவது ஃபிரபினஸ்‌ தீர்வு 

m=m, என எழுத கிடைப்பது 

af (m, +n) = атар, + 94,)—~~a,,[m, + n—Dp +44 


(8) 
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சில மிகைமுழு எண்களுக்கு. f(m,+n)=0 எனும்‌ போது 
வகைகளில்‌ காண்போம்‌. 
வகை 2: f (m, +n)=0 என்பது சமன்பாடு. (8)-வலப்புறம்‌ 
பூச்சியத்திற்கு சமம்‌ இல்லை எனில்‌ கணக்கை தொடர்வது 
கடினம்‌. எனவே இரண்டாவது ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ தீர்வு 
இருக்காது. f(m;+n)=0 என்பது (8)-ன்‌ வல துபுறம்‌ பூச்சியம்‌ 
எனில்‌ a,- எந்த மதிப்பையும்‌ பெறும்‌. குறிப்பாக. a, =O என 
எடுத்துக்கொண்டு கடினம்‌ இல்லாமல்‌ குணங்களை 
கணக்கிடலாம்‌. எனவே இந்த வகையில்‌ இரண்டாவது 
ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ தீர்வு உண்டு. 
பின்வரும்‌ கணக்கிலிருந்து மேற்கண்ட மூன்று 
வகைகளையும்‌ விவரிக்கலாம்‌. பின்வரும்‌ கணக்கீடு m - 7, 
பூச்சியரமாகவோ அல்லது மிகை முழு எண்ணாகவோ இருக்கும்‌ 
போது இரண்டாவது தீர்வின்‌ அமைப்பை காண உதவுகிற து. 
k என்ற மிகை முழு: எண்ணை k=m,—m,+1 என 
வரையறுத்தால்‌. சமன்பாடு (5) - ஆனது பின்வருமாறு 
மாறுகிற து. 
(m— 1m, )(m—m,) =m" – (т +m, m+ mm, = 0 
இதில்‌ m- ன்‌ குணகங்களை சமப்படுத்த 
p, -1=—-(m,+m,) 
m, =1— po- my 
என்வே. k = 2m, + р, ஆகும்‌. 
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= x(G, +à X+a, ++) எனில்‌ இரண்டாவது தீர்வு 
Yz = Wis இங்கு 


Р ஆச - | Pa 

1 | ? 
"(а +ax+ax +) ` 
பி ! pope) 
(а, கர்ட்‌ டம்‌ 
= 1 i er БХ-9) 





УГ СО Sa LS sls BB аве) 
x‘ (a, tax+ax +y 





ப 
=— (x) 
лу 


இங்கு g(x) ஆனது x=0 இடத்து பகுமுறைச்‌ சார்பு 
Чин 1 | 
ஆகும்‌. மேலும்‌ த்தல்‌ எனவே பூச்சியத்தை 


உள்ளடக்கிய ஒரு இடைவெளியில்‌ : 
B(x) =) +bx+b,x?+-- 0, £0ஆகும்‌. . (9) 
இப்போது 
vs a(x) = =, + Bx+B,x? +--+) 
=b x +b x" +b,x>* Hee +B, x" +b x +--- 


தொகையிட 


த்‌ 77 b தலில்‌ 
ப ர்‌ ee tt pb கவத தடவ. 
“C TS kaa ilog x+ 5, x+ 
எனவே இர்ண்டாவ்து தீர்வு 
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У, = WY, 


b xy b хо? N 
= у, (a= Ете ++ +Ë logx+Bb,x+:' J 





Ка “АВ: —k+1 
=b, y logx+x™ (a, +ax+a,x +9 | 


у, =b. y logx+x™ > cx [z m =m-k+1] QO) 
п=0 
எடுத்துக்காட்டு (2) x’y"—3xy'+(4x4+4)y=0 என்ற 
லகைக்கெழு சமன்பாட்டுக்கு ஒரே ஒரு ஃபிரபின்ஸ்‌ தொடர்‌ 
தீர்வு மட்டுமே உண்டு எனக்காட்டி மேலும்‌ அதனைக்‌ 
கண்டுபிடி. 
தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு xy" 3х) +(4х+4)у =0 
you” (a, +ax+ a,x” +e ) 
என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ ஒரு ஃபிரபினஸ்‌ 
தொடர்‌ தீர்வு என்க. 
இச்சமன்பாட்டில்‌ xP(x)=-3,x°O(x)= (4х+4). எனவே 
x=0 என்பது ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி. 
Уг ஐ வகையீடு செய்ய 
= am +a (m+) +a (m+2)x” + 
மேலும்‌ வகையீடு செய்ய 
ந аутт-1)х" கலு +a, (n+ 2)(m+ х" ++ 
yyy” ஆகியவற்றை கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ 


பிரதியிட்டு x"? ஐ நீக்க கிடைப்பது 
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| а/п0т -1) +a (m + Dmx +a,(m + 2)(m +1)x ° +- | 
+ (—3) | dom +a (m+ 1)x +a,(m + 2)x? ++ | 
+(4х+ 4)| a, + à, X + Q, + பிய 0 
எனவே உள்ளார்ந்த சமன்பாடு (a, #0 என்பதால்‌ ) 
m(m—1)—3m+4=0 
m° —4m+4=0 
இதன்‌ தீர்வுகள்‌ m,=2,m,=2. m =m, என்பதால்‌ 


கொடுக்கப்பட்ட. சமனபாட்டுக்கு இரண்டாவது ஃபிரபினஸ்‌ 


தொடர்‌ தீர்வு இல்லை. அதாவது ஒரே ஒரு பிரபினஸ்‌ தீர்வு 
மட்டுமே உண்டு, 


9.3, ன்‌ குணகங்களை சமப்படுத்த 
а [(m+1)m-3(n+1)+4]+ 4a, =0 


а, [00+ 2)(т+-1) – 3(m+2)+4] 44a =0 
шиш сын 300713) dirda, -0 


எனவே தீர்வு 
и 214 тах +а,х? До ) 


61 66111511 60 
m=2 2 
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yy x ; а ay 4а,х oe 4a x” -2 х? fee | 


а, =] எனில்‌ 


p= ரு 4x+ 4x? -2y +] 


பயிற்சி-9 
1 4x y"-8xV4(4x? +)y=0 என்ற வகைக்‌ கெழு 
சமன்பாட்டுக்கு ஒரே ஒரு ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ தீர்வு 
மட்டுமே உண்டு எனக்‌ காட்டி அதைக்‌. கண்டுபிடி. 
2. பின்வரும்‌ வகைக்‌ கெழு சமன்பாடுகளுக்கு 
ஒன்றையொன்று சாராத இரு உபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ 
தீர்வுகளைக்‌ கண்டுபிடி. 


а) хуг-2У +ху= 0 
b). x7" —x y +64 —2) N 
с) xy"-y'+ 4° y=0 


3. ழு (2-1) Оет, வரிசை р=1 உடைய 
பெசல்‌ சமன்பாட்டுக்கு m -m =Ü எனக்‌ காட்டி அதற்கு 
ஒரே ஒரு ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ தீர்வு மட்டுமே உண்டு 
எனக்‌ காட்டு. மேலும்‌ அத்தீர்வைக்‌ கண்டுபிடி. 


2. т 7 1 | 1 
4, : xy + ху Че -4}y=0 என்ற்‌, வரிசை eg 


உடைய பெசல்‌ சமன்பாட்டுக்கு m, -m =] எனக்‌ காட்டு. 
அதே நேரத்தில்‌ இதற்கு ஒன்றையொன்று சாராத இரு 
ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ தீர்வுகள்‌ உண்டு எனக்‌ காட்டு. 
மேலும்‌ அத்தீர்வுகளைக்‌ கண்டுபிடி. 
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அத்தியாயம்‌ 10. 





காஸின்‌ அதிவரை கணித சமன்பாடு 


(Gauss’s Hypergeometric Equation) 


x(1-x)y"+[e-(a+d+Dx]y’—aby=0 ஹி 


(இங்கு а,8,с மாறிலிகள்‌) என்ற பெருமை வாய்ந்த 
காஸின்‌ அதிவரை கணித சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ 


கொள்வோம்‌. இச்‌ சமன்பாட்டை 


y + P(x)y' + Q(x)y = 0 
உடன்‌ ஒப்பிட 
„~  €-(a+6+1)x 
PS) = зисд: 
பத்தனை ie பன 
—ab 
OS x(1— Х(1--х) எனக்‌. கிடைக்கிறது. 
сата =) மற்றும்‌: *-1ஆகிய இரண்டு புள்ளிகளும்‌ 
ஒருமைப்புள்ளிகள்‌ஆகும்‌. 
xP (x)= _ Sr (சர்ச்‌ 1) : 


eG Ser eer aS LoS ம்‌ 


Х20(х) = n 


— x 

*=0இடத்து பகு முறைச்‌ சார்புகள்‌ என்பதால்‌ y = Ü) 
என்பது ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி ஆகும்‌.இது 
போலவே y =] என்ப தும்‌ ஒழுங்கான ஒருமைப்‌ புள்ளி ஆகும்‌. 
%--0இடத்து 
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c-(a+b+1) 

(1-х) 
-1с-(04-5-1)Х114х4х794-1 
-041с-(а4-9541)х4-| 


xP(x) = 


மற்றும்‌ | 
| Wye OM த Gs 
х Q(x) = =-ађ{1+х+х +X +] 
SAT ரர: 


=~abx —abx’ —abx° ++: 





இப்போ து2209-2 Р,” wbo 009-1 4,Х எனில்‌ 
”-0 ”-0 
ஓ, மற்றும்‌ ஏ, -0 எனவும்‌ திடைக்கிறது. 
எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ உள்ளார்ந்த 
சமன்பாடு 
т(т —1)+ mp, + gq, = О என்பது 
m(m—1)+me=0 
அல்லது 3 
т|т-(1-с)|-0 என ஆகிறது. 
இச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வகள்‌ т, = 0,m, =1- ஆகும்‌. 
முந்தைய பாடத்தின்‌ தேற்றம்‌ A ன்‌ படி m,—m,=1-CcC ஒரு 
மிகை முழு எண்‌ அல்ல (அதாவது 250அல்லது С ஒரு 
குறை முழுஎண்‌ அல்ல) எனில்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
y=x"(a,+ax+a,x’+--) 
என்ற வடிவில்‌ ஃபிரபினஸ்‌ தொடர்‌ தீர்வு உண்டு என 
அறிவோம்‌. இங்கு m=0 என்பதால்‌ 
у= x° (a, +a,x+a,x +) =a +ax+ax +: 8) 


108 


இங்கு ர, ஒரு பூச்சியமற்ற மாறிலி,(2) ஐ (1) பிரதியிட்டு 
x" -@r குணகத்தை பூச்சியத்திற்கு சமப்படுத்த பின்வரும்‌ மீள 
வரும்‌ சூத்திரம்‌ கிடைக்கும்‌. 
" (arnt) 
"i 7 (0+1)(с+п) " 


Q. =] என எடுத்துக்கொண்டால்‌ (3) 


oe a(a+1)b(b +1) 
7 1-2c(e+]) 
| 1:2-3с(с+1)(с+2) 


о. 
э. 


இக்கெழுக்களை சமன்பாடு (2)-ல்‌: பிரதியிட 
У= Oy + AX கக +--+ ஆனது 
ab аба+)ыь+1) , 
1-2 1-2¢ee+1) 
4 Mat D(a +2)5(ë +1) + ЛАС 
1:2:30(с+1)(с+2) 


у= 1+ 


у=1+ ч ч(а-1Ха-23 (a+n— Ыф -2)--40-0-01 үл 
T тїсС(С--Н(с4-2)--4с--1--1) | 





என மாறுகிறது. ЭР 
(4) 
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தொடர்‌ (4)ஐ அதிவரை தணிதத்தொடர்‌ (hypergeometric 
series) என்போம்‌. மேலும்‌ இத்தொடரை F(a,b,c,x) எனக்‌ 
குறிப்போம்‌.இத்னை இவ்வாறு அழைக்கக்‌ தாரணம்‌ ஏ =] 
மற்றும்‌ c =b எனில்‌ 


x F(1,6,6,x)=1+x+ Хо es =; 1 
ற 


என்ற தெரிந்த பெருக்குத்தொடர்‌ கிடைப்பதனால்‌ ஆகும்‌. 
௪அல்லதுத்‌. இவற்றில்‌ ஒன்று பூச்சியமாகவோ அல்லது 
குறை முழு எண்ணாகவோ இருந்தால்‌ தொடர்‌(4)ஆனது ஒரு 
பல்லுறுப்புக்‌ கோலையாக மாறும்‌. அப்படியில்லையெனில்‌ 
விகிதச்‌ சோதனைப்படி, (3)லிருந்து, | |< 1 எனில்‌ 
(a + n)(b+n) 
(n+1)(e+n) 


| „n+l. 
Br. 


ТЕ. | x} 0 
- 











எனவே | x |< 1 тео தொடர்‌ (4) ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. 
இதேபோல ன்‌ மதிப்பு பூச்சியமாகவோ அல்லது குறை 
முழு எண்ணாகவோ இல்லையெனில்‌ F(a, b,c, x) ஒரு 
பகுமுறைச்‌ சார்பு ஆகும்‌.இதனை அதிவரைகணித சார்பு 
எனப்படும்‌, இதுவே அதிவரை கணித சமன்பாட்டின்‌ மிக 
எளிய வடிவிலான சிறப்புத்‌ தீர்வு ஆகும்‌. 

l-car மதிப்பு பூச்சியமாகவோ அல்லது குறை முழு 
எண்ணாகவோ (அதாவது2 மிகை முழு எண்‌ )அல்ல எனில்‌ 
அதே. தேற்றத்தின்‌ படி х= Ост அருகில்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
முந்தையத்‌ தீர்வைச்‌ சாராத இரண்டாவது தீர்வு உண்டு. இதன்‌ 
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уа, + A,X +a, +--+) 

சமன்பாடு (1) ல்‌ உள்ள சார்ந்த ond Yg 2 ஆக. 
பின்வரும்‌ மாற்றத்தின்‌ மூலம்‌ மாற்றுவோம்‌. 

அதாவது (1) ல்ர=*'“zஎன்‌ பிரதியிட (1) பின்வருமாறு 


மாறும்‌. 


22(1-2)2” -[(2-2)-1[௪-2-1]--[ச-2-1]-19]2 (5) 
-(a-e+1(b-c+2)z=0 

(5) ஆனது (1) va,b,c களுக்கு பதில்‌ முறையே 

а-с41,5-с-1 மற்றும்‌ 2-ரஎன பிரதியிட கிடைப்பதால்‌ 


(5)- ம்‌ அதிவரை கணித சமன்பாடு ஆகும்‌, என்வே 
z= F(a—c+1,b —c'+1,2—¢,x) 


என்பது பூச்சியத்தின்‌ அருகில்‌ (5) க்கு. ஒரு அடுக்கு குறி 
தொடர்‌ தீர்வாகும்‌. எனவே நாம்‌ விரும்பிய இரண்டாவது 
தீர்வு 
у= 17 
=x'°F(a—e4+1b-—c+1,2-c,x) 
ஆகும்‌.இங்கு.6 ஒரு முழு எண்‌ அல்ல. எனவே அதிவரை 
கணித சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்தீ ர்வு 
ý =¢F'(a,b,c, x) + 6.x" “Е(а-с-1,5-0-1,2-0,Х) © 
இந்த பொதுத்தீர்வு பூச்சியத்தின்‌ அருகில்‌ மட்டுமே 
செல்லத்தக்கது.இப்போது * - ] என்ற ஒருமைப்புள்ளிக்கு 
அருகில்‌ சமன்பாடு(1) ஐத்‌ தீர்ப்போம்‌. ஏற்கனவே கண்டு 
பிடித்த தீர்விலிருந்து இத்‌ தீர்வினைக்‌ காண [என்ற புதிய 
சார்ந்த மாறியை 7-1-ஜஎன அறிமுகப்படுத்‌ துவோம்‌- 
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இதனால்‌ x = 1 எனும்‌ போது 7-0என ஆகும்‌. மேலும்‌(1) 


ஆனது 
tidy’ +[(a+b-c+1)—(a+b+l)t]y—aby=0 


என மாறுகிறது. இங்கு ன்‌ வகையீடுகள்‌! ஐப்‌ 
பொறுத்தது. இது ஒரு அதிவரை கணித சமன்பாடு என்பதால்‌ 
இதன்‌ தீர்வை [=0ன்‌ அருகில்‌ (6) Ù பயன்படுத்தி 
காணலாம்‌. அதாவது(6)ல்‌ நக்கு பதில்ர்‌, C க்கு 
பதில்‌ ர-. -(4+1 எனவும்‌ எழுத கிடைக்கும்‌. பிறகு [ க்கு 
பதில்‌1-*4 என எழுத x=15@ அருகில்‌ பொதுத்தீர்வு 
y=oF (a,b,a+b—-c+1,1—-x) (7) 
+¢,(1—x)°*" F(c-b,e—a,c—a—b +1,1—x) 
இங்கு முக்கியமாக அறிய வேண்டியது с-а Б 90 முழு 
எண்‌ அல்ல என்பதாகும்‌. 
குறிப்பாக 
87 (8) 


(இங்கு 44 B) ன்‌ தீர்வு காண X க்கு பதில்‌ / என்ற 
சாராத மாறியை 
f=. < 

B-A 

ஆல்‌ வரையறுக்க. x= А என்பது £ = எனவும்‌ x= В எனில்‌ 
/-] எனவும்‌ குறிக்கும்‌.இத்தகைய உருமாற்றத்தால்‌ 
(8)ஆனது 

t(l—t)y*+(F +Gt)y'+ Hy =9 





என மாறுகிறது.இங்கு./,0,/4 என்பன சில மாறிலிகளின்‌ 
சேர்ப்பு ஆகும்‌. a,b,c களை 
F=c,G=-(a+b+c),H=-ab 
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என வரையறுக்க இதுவும்‌ ஒரு அதிவரை கணித சமன்பாடு 
ஆகும்‌.எனவேர-0 மற்றும்‌ர-1(அதாவதுந- 4 மற்றும்‌ 
x=B) இடத்து இதனைத்‌ தீர்க்கலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டு1. பின்வரும்‌ சமன்பாட்டில்‌ 
இடப்புறத்தின்‌ விரிவாக்கத்தைப்‌ பயன்படுத்தி சரிபார்‌. 
log(1+ x) = xF(1,1,2,-X) 


а ட 
தீர்வு:1௦ஓ(1+) = Sy re அதிற்‌ ॥ என அறிவோம்‌. 


F(a,b,c,x)=14— rr, ë 
3lc(c+1)(c+2) | 


LUMP i Е 





212-3 
.1:2:3:1.2-3 5 /(1:2-3:4:1:2:3-4 5 
312.3-4 312:3-4-5 


2 3 
Faizi- х0 рл 
3 4 
— — — + — ee 
ம்‌ 2225 


а அத 
~-log(1+x) =x -5-+2_- லில்‌ 


3 4 (5587 ஆகும. 


22012) =x, 


எடுத்‌ துக்காட்டு2.2” з Б,а, Зо காட்டு 
தீர்வு: 
F(a,B,c,x)=14 x Mat D+ 
7 "i OE 
ТАТ 
113 


с க்கு பதில்‌ а வும்‌ க்கு பதில்‌, என பிரதியிட 


бања )=1+ I хаа ம Ч) 
இக்‌... lla b 21а(а-1) 19 


Heres 20013 21 | டக்‌ 
Ñ 3!a(a+1)(a+.2) b 


3 x° (8-1) sy (6052) | 
»9,4, x +— —— — 
b ‘DB ay Б’ 


உட ஜீ Tak 5 я 2 
=1+—+—|1+— |[+—|1F— || 1+ jte 
1! 2! Б) 3! b. b 


сар 2 85 
=1+—+—+— - 
I! 2h 3! 


எடுத்துக்காட்டு 3 

x(1—x)y” ЧЕ >] +2y=0q ன்ற வகைக்‌ கெழு 
சம்ன்பாட்டுக்கு x = 0 என்ற ஒருமைப்‌ புள்ளி அருகில்‌ பொதுத்‌ 
தீர்வினைக்‌ காணக 
விடை 

x(1 — x))” + | с -(а +b +1) x | y'—aby = 0 

என்ற அதிவரை கணித. சமன்பாட்டுக்கு x=0Oerërp 
ஒருமைப்‌ புள்ளிக்கு அருகில்‌ பொ துத்தீர்வு 

y =¢F (a,b,c,x)+¢,x°F (a—c+1,b—c¢ +1,2—c,x) 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


аду +[2-2]y+2y=0 
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எனவே 2 = த்த = 2:а5 = 2095 


மேற்கண்ட சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்க்கச-2,8--1 எனக்‌ 
கிடைக்கிறது. 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்‌ தீர்வு 


2 3 | 3 2 1 ү 
கோல்‌ | ; a> 322 6 rf,- 2 2° x) 


ab 9 a(a+1)b(b +1) Б 
Ile 2te(e +1) 
ч ala +1)(a +2)b(b +100 +2) ட 


ஆனால்‌ 


F(a,b,¢,x)=1+— 


3lc(c+])(c + 2) 
[உத்தி S அட ட டட 
2575) 3 (2) | 3(513УҮ 
2 2122 242/2) 
=1——х 
* பொதுத்தீர்வு 
1 А 
-- (3 3 1 
y =e 1-2 ஆர —,—,—,x 
| 3 2312 J 
பயிற்‌ ௪)-10 
1. பின்வரும்‌ கணக்குகளின்‌ இடப்பக்கத்தின்‌ 
விரிவாக்கத்தைக்‌ கொண்டு சமன்பாட்டை சரிபார்‌. 
tel நன! 
sin x= Xe) ட்‌ 
ыз) 
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| Eee ய்‌ 
(b) tan х= de 27 ன்‌] 


| | sQ 
(e) sin x = e 1223 59 =) 


பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளில்‌ அதன்‌ அருகே கொடுக்கப்பட்ட 
ஒருமைப்புள்ளிகளின்‌ அருகில்‌ பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்‌. 
(a) (2х“-2х)у”-0--5х)у-у-0,х-0 

: (b) (x? —1)y' +(Sx+ 4)у + y= 0;x=-—1 

() (x>—x—6)y'+(S+3x)y'+ y=0,x=3 


Е(а,5,с,х)-2 F(a +, +1,¢+1, x) எனக்‌. காட்டு. 
С 


(1-е) Ty +ety=0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
பொ துத்தீர்வைஜ-0 என்ற ஒருமைப்‌ புள்ளியிடத்து 
1 எ என்ற மாற்றத்தின்‌ மூலம்‌ சாரா மாறியை மாற்றி 
காண்‌, 

(1-а2)у”-ху-ргу-0, (ре குறையெண்‌ அல்லாத 
மாறிலி) என்ற செபிசெவ்‌ சமன்பாட்டை, என்ற 
மாற்றத்தின்‌ மூலம்‌ அதிவரை கணித சமன்பாடாக 
மாற்று.மேலும்‌ அதற்கு x = 1 என்ற புள்ளியின்‌ அருகில்‌ 
பொதுத்தீர்வு 
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அத்தியாயம்‌ 11 








முடிவிலி புள்ளி 
(Тһе point at infinity) 


சுத்த கணிதம்‌ மற்றும்‌ பெள்திகத்தில்‌, சாராத மாறியின்‌ 
மிகப்பெரிய மதிப்புகளுக்கு 
y"+ P(x)y'+ Q(x)y= 0. (1) 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வின்‌ தன்மையைப்‌ பற்றி 
இப்பாடத்தில்‌ பார்ப்போம்‌. முந்தைய பாடத்தில்‌ படித்த 
முறையையே இங்கு முடிவிலி புள்ளியின்‌ அருகில்‌ உள்ள்‌ 
தீர்வைப்‌ பற்றி அறிய பயன்படுத்‌ துவோம்‌.இதற்கு 
க்ப்‌ 0) 
x 
என்ற எளிய உருமாற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்துவோம்‌. (ஐ 
(1) 69 பயன்படுத்தி 1—0 ன்‌ அருகில்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தீர்த்து 
பிறகு E என பிரதியிட சமன்பாடு (1) க்கு X-ër அதிக 
மதிப்புகளுக்கு அருகில்‌ தீர்வு கிடைக்கும்‌. இத்தகைய 
மாற்றத்தால்‌ | 


yo Be | 1 |-2Ц-о)--6 = 


னால்‌ சடல айн 


மற்றும்‌ 








2: É 2 ад Ps ay J (-2) (4) 








dt NSI 
| ае gall 
dy, 2 பிடதத D, DERN, 


М கண்‌ வது 7: 17-47 ல்‌ 


49 (| 5 
Ч, тэс y+ Ч) / 10 (5) 


சமன்பாடு (1)- X = 00 என்ற புள்ளி சமன்பாடு-ல்‌ ர்‌ = () - 
க்கு இணையான புள்ளி, எனவே சமன்பாடு (59ல்‌ என்பது 
சாதாரண புள்ளி,ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி ( மற்றும்‌ 
அடுக்குகளுடன்‌) அல்லது ஒழுங்கற்ற ஒருமைப்புள்ளியாக 
இருப்பின்‌ அதே தன்மையுடன்‌ என்பது சமன்பாடு (1) க்கு 


அமையும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு 3 
” 4 1- 2 ' | 
y +—y +—)=Ü0 (6) 
x x 
என்ற ஆய்லர்‌ சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ கொள்‌. இதில்‌ 
k = O என்ற ஒரூமைப்புள்ளியின்‌ தன்மையை காண்‌. 
| 1 | 
விடை: த என பிரதியிட சமன்பாடு (6) ஆனது 
பின்வருமாறு மாறும்‌. 
டம்‌ 0) 
i Ї 
இங்கு y-a வ்கையீடுகள்‌ 1-0 பொறுத்தது. — 0 என்பது 
(7)-68 ஓழுங்கான ஒருமைப்‌ புள்ளி ஆகும்‌. எனவே (7)-ன்‌ 
உள்ளார்ந்த சமன்பாடு 
т(т-1)-2т-2:0 
மற்றும்‌ இதன்‌ தீர்வுகள்‌ =2,m,=1. இதிலிருந்து தெரிவது 
என்னவெனில்‌ x = оо என்பது அடுக்குகள்‌ 2 மற்றும்‌ 1 உடைய, 
சமன்பாடு (6) க்கு ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி ஆகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு2 
x(1—x)y" +[e—(a+b +1)x]y’ —aby = 0 (8) 
என்ற அதிவரைகணித சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ கொள்‌. 
இதன்‌ ஒருமைப்புள்ளி* = со -ன்‌ தன்மையைக்‌ காண்‌. 


விடை 


சமன்பாடு (8)- 505 x= 0 என்ற ep (5 @5 LD Úi L] eft ol O: 
மற்றும்‌1-௪ என்ற அடுக்குகளுடனும்‌ х=] என்ற 
ஒருமைப்புள்ளி() மற்றும்‌2-4- என்ற அடுக்குகளுடனும்‌ 


க்‌ என பிரதியிடுவோம்‌. 
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அப்போது 
аё а 


எனக்‌ agente இவற்றை கொடுக்கப்பட்ட 


y =t ay ர்‌ — 


சமன்பாட்டில்‌ பிரதியிட -அச்சமன்பாடு பின்வருமாறு மாறும்‌. 
1—a-b)-(2-c)t | 
0 ( 23 | j- (2-௦)7 ee Poa Е 
11-41) t (l-t) 
மேற்கண்ட சமன்பாட்டில்‌ = () என்பது ஒழுங்கான 
ஒருமைப்‌ புள்ளி ஆகும்‌. அதன்‌ உள்ளார்ந்த சமன்பாடு 
т(т-1)-01-а-9)т-45-0 
அல்லது 
(т-аХт-9)-0 
இச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ மற்றும்‌ த அதாவது f — т 
அடுக்குகள்‌ மற்றும்‌ . எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டுக்கு 
2-௦ என்பது அடுக்குகள்‌ A மற்றும்‌ த உடைய ஒழுங்கான 
ஒருமைப்புள்ளி ஆகும்‌. 
என்வே கொடுக்கப்பட்ட அதிவரைக்கணித சமன்பாட்டின்‌ 
ஒருமைப்புள்ளிகள்‌ 0,1,00 ஆகியவற்றின்‌ அடுக்குகள்‌ முறையே 
0,1-௦ மற்றும்‌ 0,c-a-b மற்றும்‌ a மற்றும்‌ b ஆகியன்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு3 
xy" +(c—x)y' -ay =0 x 9) 
என்ற . சமன்பாட்டுக்குந-ல என்ற புள்ளியின்‌ 
தன்மையைக்‌ காண்‌. 
தீர்வு: x 
5(1- 2 ын ы (a+b+ па]? -айг-0 (10) 
என்ற sanpa அதிவரை கணித. சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ 
கொள்வோம்‌. இதில்‌ சாராத மாறி 56) ஆக்கு xX=bs ctor 
மாற்றம்‌ செய்ய சமன்பாடு பின்வருமாறு மாறும்‌ 


4 ЗУ விட்‌ шэн У-ау-а 0 p 


இங்கு У - வகையீடுகள்‌ X — ஐப்‌ பொறுத்தவை. சமன்பாடு 
(11)-ன்‌ ஒருமைப்‌ புள்ளிகள்‌ x=0, х = Б மற்றும்‌ х = ஆகியன. 

x= boom புள்ளியில்‌ சமன்பாடு (11) ஆனது சமன்பாடு 
(10): லிருந்து வேறுபடுகிறது.த > ௦ என சமன்பாடு (11)-ல்‌ எடுத்துக்‌ 
கொண்டால்‌ சமன்பாடு (11) ஆனது .சமன்பாடு (9) ஆக மாறும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 4 


(-2x°)y'—2y'+ p(pt)y=0 என்ற Q @ ә і ў 


சமன்பாட்டில்‌ 


X = оо என்ற முடிவிவி புள்ளியின்‌ தன்மையை ஆராய்க. 
விடை 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு(1- х?) у!-2ху + p(p+1)y=0 
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1 | 
x எனப்‌ பிரதியிட 


у= Ё உ. yrity 





a dt’ dt 
எனவே 
гт 44 У з4у | 2 ஷி 
! =| б, 9). бна pps Y 


Р(Р = +(2х(# -1)+ 2) 4 р(р-1)у-0 


ГО -)22 522 ° о Ар 0 


Фу Qu Ф pity 
а е. ட்ட ур 
ae £f-l\d 2 (2-1 ore 





1--0)6165111 5 மேற்கண்ட சமன்பாட்டின்‌ ஒழுங்கான 
ஒருமைப்‌ புள்ளி. எனவே = ௦ என்பது கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின்‌ ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி ஆகும்‌. 
மேற்கண்ட சமன்பாட்டின்‌ உள்ளார்ந்த சமன்பாடு 

m(m-1)-p(p+1)=0 
m -т-р -р-0 
(т--рХт-р)-(т-р)-0 
(7--рДт-р-1)-0 
т=-р,р+1 

х= о என்பது அடுக்குகள்‌ -2 மற்றும்‌ p+] அடுக்குகள்‌ 


கொண்ட ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி, 
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பயிற்‌ சி-11 
xy" y Xy + (х^ үх PY -0 என்ற பெசல்‌ சமன்பாட்டில்‌ 
Х = 00 என்ற்‌ புள்ளியின்‌ தன்மையை ஆராய்க 


xy" +(c—x)y'-ay=Oaarp சமன்பாட்டுக்கு.ந = 00 ஒரு 
ஒழுங்கற்ற ஒருமைப்புள்ளி எனக்‌ காட்டு. 

xy" +(c-x)y' -ay = என்ற சமன்பாட்டுக்கு x = 0 என்ற. 
புள்ளி அடுக்குகள்‌ 0 மற்றும்‌ j-cGanam ஒழுங்கான 


ஒருமைப்புள்ளி எனக்‌ காட்டு. 
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அலகு-114 


கணித இயற்பியலின்‌ 
சில சிறப்புச்‌ சார்புகள்‌ 
{Some special functions of Mathematical Physics) 








அத்தியாயம்‌ 12 








லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவை 
(Legendre Polynomials) 

இந்த அத்தியாயத்திலும்‌: அடுத்த அத்தியாயத்திலும்‌ 
லெஜண்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவையை எவ்வாறு வரையறுப்பது 
என்பது பற்றியும்‌ அதன்‌ சிறப்பு பண்புகளை பற்றியும்‌ 
பார்ப்போம்‌. கணித இயற்பியலில்‌ லெஜன்டர்‌ 
பல்லுறுப்புக்கோவை பிகவும்‌ அதிகப்‌ பயன்பாடுடையது. 
மேலும்‌ இந்த அத்தியாயத்தில்‌ மாணவர்களின்‌ கவனத்ததை 
ஈர்க்கும்‌ சில விஷயங்களையம்‌ பார்ப்போம்‌. உதாரணமாக 
காமா (Gamma) சார்பு மற்றும்‌ | - 2] Jz என்ற சூத்திரம்‌ 
ஆகியவற்றைப்‌ பார்ப்போம்‌. 

ல்ம்பார்டின்‌ {Lambart’s continued fraction) 


டேஞ்சன்ட்டுக்கான்‌ தொடர்‌ பின்னம்‌ 


tanx = = 
gee 1 
Case 1 
£S bs tal 
z 
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ஆ) Я அட лт பது | 
மற்றும்‌ ட z Chat 90 போன்ற. சில 


=] 


சிறப்புத்தன்மை வாய்ந்த தொடர்களை பதினெட்டாம்‌ 
நூற்றாண்டின்‌ முற்பகுதியில்‌ ஆய்லாரால்‌ 
கண்டுபிடிக்கப்பட்டது. இத்தகைய தொடர்கள்‌ பெசல்‌ 
சார்புகளின்‌ பூச்சியங்களுடன்‌ஆச்சரியப்படும்‌ படியான தொடர்பு 
உடையன. 

இனி நாம்‌ அதிவரை கணித சமன்பாடுமூலம்‌ லெஜன்டர்‌ 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவையை அடைவோம்‌. லெஜன்டர்‌ 


சமன்பாட்டை பின்‌ வரும்‌ வடிவில்‌ எழுதுவோம்‌. 
(1—x°)y’—2xy'+n(n+l)y=0 (1) 


இங்கு 8 ஒரு குறையற்ற முழு எண்‌. இதன்‌ அடுக்குத்‌ 
தொடர்‌ தீர்வு 


у= ௪௮ 
n=0 
=a] 1- n(n +1) ховт n(n பட்ட (и +3) | 
2! 4! 
We. = ,@-DG-3(n+2)n+4) 5, | 
3! 5! 

என அறிவோம்‌. மேலும்‌ இத்தீர்வு |х|<1 என்ற 
இடைவெளியில்‌ பகுமுறைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. இருந்த போதிலும்‌ 
2-1 க்கு அருகில்‌ வரம்புடைய தீர்வுகளே அதிகப்‌ 
ரம நம்‌ வசதிக்‌ கேற்ப சாராத மாறி ஐ ர்‌--ல்‌ 
ட பக்க வட மாற்றத்தால்‌ மாற்ற x=] என்பது 0 ஐ 
குறிக்கும்‌. எனவே சமன்பாடு (1) ஆனது பின்‌ வருமாறு மாறும்‌. 


((1-0У”-1-21)У”-- n(n+1)y=0 (2) 
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இங்கு Yor வகையீடுகள்‌ t-i பொறுத்தவை. சமன்பாடு 

ஆனது a=—n,b=n+1 ம்ற்றும்‌. а-1 என்ற அதிவரை கணித 
சமன்பாடு ஆகும்‌. அதனால்‌ £ = () ன்‌ அருகில்‌ 

Yat (-a,n+1, 1,7) i (3) 


என்ற பல்லுறுப்புக்‌ கோவை தீர்வு உடையது.பூச்சியம்‌ 
இடத்து சமன்பாடு (2) ன்‌ அடுக்குகள்‌' இரண்டுமே பூச்சியம்‌ 
என்பதால்‌ சமன்பாடு (1) ன்‌ இரண்டாவது தீர்வைக்‌ காண 
முயல்வோம்‌. இந்த இரண்டாவது தீர்வு! у =, எனக்‌ 


கொடுக்கப்படும்‌. 


இங்கு 


2-1] 
இடை. z 
pee e | =— e t{1-t) 
1 





-2 
л 





554 : | 
1-9 1210-0) 


இங்கு ற,” ஆனது மாறிலி உறுப்பு | ஐ உடைய 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவை, மற்றும்‌ வலப்புறத்தில்‌ அடைப்புக்‌ 
குறிக்குள்‌ உள்ள FG ஆனது l+atta + என்ற 
வடிவில்‌ உள்ள பகுமுறை சார்பு ஆகும்‌ 


எனவே 1 11. 
| у= 1+аѓ+а,1 +.) 
Í a, 2 ) 
| தலத்‌ 
sa na குண்டு 
v=logt+at+:- 
2.5, று எற, (logi + at +) ஆகும்‌: 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்தீர்வு 
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ot GY, +O), | | ப. 

றன்‌ விரிவாக்கத்தில்‌ logit. என்ற உறுப்பு உள்ளதால்‌ 

1-0 க்கு அருகில்‌ சமன்பாடு (4) வரம்புடையதாக இருந்தால்‌, 

இருந்தால்‌ மட்டுமே е, =0 ஆகும்‌. சமன்பாடு Bye. [க்கு 
பதில்‌” 2 என பிர்தியிட x= 1848 அருகில்‌ சமன்பாடு (1)-ன்‌ 
தீர்வு ப்பு கதன்‌ மேலும்‌ அது; [அச ப Uz х) 





ன்‌ மாறிலிப்‌ பெருக்கலாக அமையும்‌. இந்த விவங்களிலிருந்து 
படி 77 உடைய லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவை POS 
பின்வருமாறு வரையறுக்கப்படுகிறது. 


P (x)= К எட்ட 9| 
ட CG + D = =) Ч: (MCHA (a+ D(n + 2) ЇЕ: i) 


ШЕ 211-2 3 
mopar т 
311-2-3 E 
213 n(n+1)(x— 1) 4 nin- (n+ 1)(% + 2) 661 
(11922 (A 2° 
“бүт = = DE (5) 
ட 9! | 
“ирэх D) ан 


மேற்கண்ட சமன்பாட்டில்‌ வலப்புற விரிவாக்கம்‌ И ஒரு 
இரட்டைப்‌ படை. எண்‌ எனில்‌ இரட்டைப்‌ படை படிகளை 
மட்டுமே கொண்ட ஒரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவை அல்லது H 
ஒற்றைப்படை எண்ணாக இருப்பின்‌ ஒற்றைப்படை படிகளை 
மட்டுமே கொண்ட ஒரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவையாகும்‌. என்வே 
P(x) ஐ பொதுவாக பின்வரும்‌ வடிவில்‌ எழுதலாம்‌. 
127 | 


“n—-2. 


Р.) a,x +a, харайн © 


n- இரட்டைப்படை எண்‌ எனில்‌ சமன்பாடு (9-ன்‌ கடைசி 
உறுப்பு ஆ. ஆகும்‌. இது போல n- ஒற்றைப்‌ படை எண்‌: 
எனில்‌ சமன்பாடு (6-ன்‌ கடைசி உறுப்பு ஆகும்‌. சமன்பாடு 
(2-ல்‌ x=] எனப்‌ பிரதியிட கிடைப்பது, எல்லா 77-- க்கும்‌ 
P()=1 எனவும்‌, சமன்பாடு (6]-ல்‌, х--1 எனப்‌ பிரதியிட 
கிடைப்பது, எல்லா - க்கும்‌ P (-1) = (17 ஆகும்‌. . 

சூத்திரம்‌ (5) ஐ உபயோகித்து Р (х) ன்‌ பண்புகளைப்‌ 
பற்றி அறிவது மிகவும்‌ கடினம்‌, எனவே (5) ஐ: விரித்து 
எழுதி ஆன்‌ குணகங்களை ஒன்று சேர்த்து சமன்பாடு (6) ன்‌ 
வடிவில்‌ எழுதுவோம்‌. ஆனால்‌ இதுவும்‌ தேவையில்லாத 
அதிகப்படியான வேலையாகும்‌. எனவே (5) லிருந்து a, ஐக்‌ 
கண்டு, பிறகு a G. G, ç t: ஆகியனவற்றை a, -ல்‌ 
எழுதலாம்‌. லெஜன்டர்‌ சமன்பாடு 

(1-22)у" - 2xy’ + рір+1)у=0 க்கு 

y கல்‌. தீர்வு எனில்‌ 

п=0. 
дууг (р- ОСА 
thet (1-118--2) 
என நாம்‌ அறிவோம்‌. இப்போது P க்கு பதில்‌ 77 மற்றும்‌ n 


க்கு பதில்‌ k-2 ஐயும்‌ பிரதியிட 
__ ம சட்ட 
а, ан 
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அதாவது 
ЕЕ) 
22 டட + 9 р“ 


_ n(n-1) 3 
2(2n-1) ” 


இப்போது k =n,n-2,n- 4, 





п-2 


ı = (2-3). nn 2-3) 
ЭЛ” அறுவது 9  2-40л-1(20--3) 2 


Am) _ пт Dn 2Xn-3Xn- 4Xn—5) a 
а, = 7 60-9)" 535 0-4-6(28-1(2н-320-5) " 


இக்‌ கெழுக்களை தரம்‌ (6) -ல்‌ தத்த 


P Gy= a, x" һа, 9X "+a, x “Зараа 
_ ут 1) a 4 00-23) 
2(2n—1) ” 2-.4(2n —1)(2n —3) 
_n(n—1)(n—2)(n -3)(n-4) (n — 5). aae 

2+ 4-6(2n -1)(2n—3)(2n – 5) ae 


n 





2(2и ~1) 2-4(2n ~1)(2n ~3)_ 

_n(n—D(n— 2)(n —3)(n— 4)(n — -5) 24 
2-4-6(2n —1)(2n – — 3)(2n— 5) 
றட ற. 22 “| 

2.4-6::2602п —1)(2n—3)>-(2n — w 


ஆனால்‌ | (7) 


БЕ =D er, nD) ns 











+(-1)° 
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(2n—2k +1)(2n—2k +3)::-(2п – 3)(2и 1) 

_ Qn-2k +1)(2п 26+ 2)(2п —2k +3)-++(2n —3)(2n —2)(2n – 1)2п 
(2n —2k + 2)(2n—2k +4)(2n—2k+6)---(2n—4)(2n— 2)(2и) 

_ 2n(2n—1)(2n – 2): -- (28 –- 26+1) (2n-2k)Qn-—2k—-1)-+-3-2-1 

a “5 முர ர. அரி 


А (n—k)(n —k —1)-*-3-2-] 
"(Gn SR Gn — 2k 13.21 
_ (28)(и-4К) 
_ 24122)! 
| ЕА (20) | 
மற்றும்‌ (5) விருந்து Ф» - (1122 என அறிவோம்‌. சமன்பாடு 
லிருந்து x” 2* _ன்‌ குணகத்தை பின்‌ வருமாறு எழுதலாம்‌. 


n(n —1)(n—2)---(n—2k + 1)(-1)* 
2* k\(2n —1)(2n —3)--+(2n – 28 +1) 

_ Cl)'n(n-l)n-2):::(n—2k+1) 
எண்‌... 
(2n—2k)!2* n! 

_ (2n—2k)!2* n\(-1)* л! 

kCn n-k)! (п-28) 

(0) (2н – 2412" (n! 

_ А1027) (п)! (и — 2k)! 


சமன்பாடு (7) ஐ பின்வருமாறு எழுதலாம்‌. 


(4)(28-25К3 ma 8 
ЭЭС $ EDan 20 Юи 201" (Р) 


г. ) 
இங்கு [2 [என்பத 2 ஐ விட குறைவாக உள்ள 
மிகப்பெரிய முழு எண்‌ ஆகும்‌. இப்போது 
1⁄0 2. 


A (5) = (n-2RY2n- 2k- н 26 aya th goes 


n=) ௮ 
(п 20). 
எனவே. (8) ஐ பின்வருமாறு எழுதலாம்‌. 








B Т} а” \ 
Цан 2 த்‌ x 


Їл 
Е 1 Èl сайн ச а) 
nit (п k)! ах” | 


bear or 
l - வம்சி d" f зүс 
ள்ல fe ze) 


А 


ச hers 
227 1255 








P(x) = 28 7 on ஸ்‌. ல்‌ உன்‌ வீச்சு 
எல்லையை 7? வரை நீட்டிப்போமானால்‌, வரக்கூடிய புதிய 
உறுப்புகளின்‌ படி 77 ஐ விட குறைவாக இருப்பதால்‌ அவற்றின்‌ 
И — ஆவது வகைக்கெழு பூச்சியமாகும்‌. இதனால்‌ P(x) ல்‌ 
எந்த. மாற்றமும்‌ எற்படாது.. எனவே | 


AE 
Р. (х) = > x) fei 
n(x) TA 22222) (17. 
ஆனால்‌ ஈருறுப்புத்‌ தேற்றப்‌ படி. 


ர CD -02-17 ஆகும்‌ . எனவே 
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рк) [62-07] O) 


Р (x)-ot இந்த விரிவாக்கத்தை ரோட்ரிக்கின்‌ சூத்திரம்‌ 
என்போம்‌. இச்சூத்திரம்‌ மூலம்‌ லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ 
கோவைகளை எளிய முறையில்‌ கணக்கிடலாம்‌. 
உதாரணத்திற்கு 

Р(х) =; Р(х) = Р(х) = >(2 =): PG) = — (5% -3х) 


என எளிதாக காணலாம்‌. 





எடுத்துக்காட்டு 
1 





= Px) + POONA ROO + POW + 
1—2xt +t? 
என்பதை உண்மை என எடுத்துக்‌ கொண்டு 


(a) 2-1 மற்றும்‌ 2-1) = (-])” என சரிபார்‌ 
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(-1)”1-3-5%(2n-1) 


(0) Б,,4(0)-0 மற்றும்‌ 1200) = 2°n! 





= என்பது லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ 


கல்விக்காக சார்பு என்போம்‌. 
விடை: 


1 
-=(1-2xt+r°)? 





= P,(x) + P(t + P(x)? ++ Р (0) жээ | хк: 

-S POr (A) 

x க்கு “на என எடுத்துக்‌ கொள்ள 

(sant)? = PC (B) 
இப்போது நீக்கு hee -4 23 பிரதியிட 
(1—2xt படு? = DPD 

=P (c) 
(A), ( விருந்து 

22 (х) => DPHE 


n=0 
இருபுறமும்‌ p” -esr குணகங்களை சமப்படுத்த 


P,(x) = CDP (х) 


இங்கு х=] எனில்‌ Р()= CP CD என 
சரிபார்க்கப்படுகிற து. 
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1 со 
(1-2/42) = УРД) 


п=0 


0-9 = РО 


அதாவது 27- =P," இருபுறமும்‌ у" - өт 


குணகங்களைச்‌ 8100 படுத்த (= 1 என்பது சரிபார்க்கப்‌ 


படுகிறது. 
ப 
e சாடு 


= P,(x)+ P(x)t+ Р,(х) + 
=> Pay” 


25 
-(1-2514-0)2 


+P (х) * 4] хк 


= 0., எனில்‌ 
1 2 
(+e)? => 5; (0) 
= | 


இருபுறமும்‌ 2277 ат குணங்களை சமப்படுத்த. கிடைப்பது 
(0)-0 மேலும்‌ "at குணகங்களை சமப்படுத்த 


Ры 
x ப 3 5 Е 1) 
Da ey தா et “1:355-444(2н-1 
771 2 n! 
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எடுத்துக்காட்டு 


z = 2,709!" என்ற உறவிலிருந்து 





(а) இருபுறமும்‌ வகையிடுவதன்‌ மூலம்‌ 

(x ур (х) = (1 28-17” рое" шах காட்டு. 

(b) (a) хасыг яма (72-64 குணகங்களை | 
சமப்படுத்தி 2 

(n+ DF, (x) = (n+ DxP, (x) — пр, 00) 

என்ற மீள வரும்‌ சூத்திரத்தை தருவி. ёс 


| (c) F(x) -1,8(х)- X என எடுத்துக்‌ கொண்டு (b) பயன்‌ 
படுத்தி P(x), В (х) மற்றும்‌ F(x) ஆகியவற்றை காண்க. 


விடை 





இருபுறமும்‌ £ ஐப்‌ பொறுத்து வகையிட 


1 5 2 
-20 ~2xt +t) 2(-2х+20) = У; P(t" 
ay я-0 


1) 0-2х4-2)/1-2х-8 22 





(x-4 2772 = (1— 2xt + гу Р (хуп 





(b) மேற்கண்ட(8)- ல்‌ (7-ат குணகங்களை சமப்படுத்த 
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xP (x)- Р. (x) = “(n+ DP- -2хиР(х)-(9-41), (x) 
г. (+1), (x) = xP, (4) — Р, (x) + 2enP (x) — (n— DP, ,(x) 
= (2п +1)хР, (х) nF, E) 
(6):55(51:41.2 (x) =X எனக்‌: கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 
(n+DP G) =(2n+DxP,()-nB என (Ы) ல்‌ 
கண்டோம்‌. n=l என்ப்பிரதியிட | | 
25 GY 3xP (x) - — P. (X) = 3x-x—1 = -3Х2-1 
P (x) = =x" -1) 


p= 2 எனப்பிரதியிட 
3P,(x) = 55Б,0)-28(09 


= al -1)) юэ 


௬20 -Х)- Seat டம்‌ 
2 2 


P,(x) = =(5x" — 3x) 


4P,(x) = TxP;(x)— 3F,G) 
ie = 62 —3x)-3- 50x" 21 


à பத _ 212 — 9x? +3) 


P(x) = -GS -30x +3) 
இதுபோலவே n=4 எனில்‌ 
Р(х) = = (63° -70x +15х) எனக்காட்டலாம்‌. 
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பயிற்‌ 61-12 

(1) பின்வரும்‌ படிகளைப்‌ பயன்படுத்தி எடுத்துக்காட்டுகள்‌(1) 

மற்றும்‌ (2) க்கு இடையேயான உருவாக்கும்‌ தொடரை 

வருவி. . 

(8)ஈருப்புத்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தி 

хээ | i 

(-2хХ/41)2-1-40х-012 

-18:403- D+ (ற? 2 2, (25-1) +. 


1: 3 > (22-3) ni 
илэн 25) 
2" – —1)! 
(b) (2x—2) е வெவ்வேறு படிகளை விரித்து எழுதி, (7- 
ன்‌ மொத்த. கெழு 


(2х- 18 fe 


1.3: с D оху hee (2п-3) 
2” (1-1) 
(с) மேற்குறிப்பிட்ட (6)-ன்‌ கூடுதல்‌ 


(2x)"* +: 


| டட | Тү 1... 28 
| ட்‌ 


(2) о = — "аай (х? —1)w'—2nxa =0 என நிருவு. 
மேலும்‌ இதனை (k+1) முறை வகையிட்டு 
(2° — Do +2(k+)xo"™ + (ka Nkok — teal _ 2(k+ not =0 
என நிரூபி. 
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அத்தியாயம்‌ 18 





லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவைளின்‌ 
பண்புகள்‌ 
(Properties of Legendre Polynomials) 
செங்குத்துப்பண்பு: 
PROP E) 0) 

என்பது லெஜண்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ 

தொடர்மூறை (Sequence) எனில்‌ 
0, 7975 77 எனில்‌ 


[ROP (х)4:-41 2 (2) 


т=п எனில்‌ 





2-1 
நிருபணம்‌:-] 2221 என்ற இடைவெளியில்‌ சார்பு f(x) 
க்கு. குறைந்தபட்சம்‌ தொடர்ச்சியான n- வகையீடுகள்‌ உண்டு 


என்போம்‌. 


i 
i= IOP, (х)ах என்போம்‌. 
Ч 
ரோட்ரிக்கின்‌ சூத்திரப்படி, P(x) На ар ру 
௪௮. цэн 2" ni ах” : 
ஆகும்‌. எனவே, 





I= ழ்‌ Ёс T உடு d 


2-1) d 








== iJ 
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ат =| [rod ae aih | 


=-= aog (ey -| (4) roa! 





ТА 
“зуд абе Pena 
=Í re 988 (2-1). | 








ajos 


ie Їл olen 


43 =i) y| - јл OF TE г (к ay 2 
ыг -1) a) 








தொடர, 





| 700 -1) ё i க்கல்‌ 


இப்போது f(x) = Р, (х), тп என எடுத்துக்கொண்டால்‌ 
(х) = 0 ஆகும்‌. எனவே 
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_ 2.) 2n  2п— 2n—2 அட. f 

க்‌ 2n+1 20-1 28-43 
2° ссе n! 

tha 2-2) 3 

"2" nl(2n+1\(2n— 1). 5: 3 











сә | bo 


_ 2-(2n)(2n-1)(2n—2)(2n-3)----3. 2-1 

2 2"(2п+1) (22-1) (29 —3)---. | 

_ 2-(2n)(2n-2)(2n- Вэ 00 -4-2 
2.2". nl 2 


Ë 2"nl(2n+ 1) 2201 
லெஜண்டர்‌ தொடர்‌ (Legendre Series) 


எந்த. ஒரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவையையும்‌ லெஜண்டர்‌ 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ தொடராக எழுதலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டாக, 


Р(х) =1,А(х)= Р, (x)= Gr -1), 2, (x)= (51 -3х) 


என்பதால்‌: Lx; x? x போன்றவற்றை பின்வருமாறு 
எழுதலாம்‌. 


1= E(x) 
x= F(x) 
5 ==P, (x)+4 4338 (+= 3809-58 (x}+= ÉP (x) 
r டு ல்‌ 5х=28(1)+3 (=> =F (x) +22 (x) 
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அதாவது P(x)=b,+8x+b,x 6827 என்ற முப்படி 


பல்லுறுப்புக்‌ கோவையை 
P(e) =a) +4R(2)+6) 194௧0) 
| ЫН +2808)! 


(5+5 ЭЕ Z Re 22 p (x) += P(x) 


என்‌ லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளால்‌ எழுதலாம்‌. 
அதாவது 


Р(х)- Зу a,P,(x) 


எழுதலாம்‌. 

பொதுவாக ஒவ்வொரு மிகை முழு எண்‌ И க்கும்‌ 
Р, (x) என்பது H-Lnq பல்லுறுப்பகோவை என்பதால்‌ х"-90 
p (x), р(а), DAX), =» p (x) ஆகிய ஆகிய லெஜன்டர்‌ 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கையாக (Linear 
Combination) எழுதலாம்‌. எனவே படி உடைய எந்த 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவையையும்‌ 

Р(х)= Уа а,Б (5) 

என எழுதலாம்‌. மேற்கண்ட விவரங்களிலிருந்து f(x) 

என்ற எந்த: ஒரு சார்பையும்‌ (5) 


fG)= 2,658, (x) 
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என்‌ எழுதலாம்‌. இந்த விரிவாக்கத்தில்‌ உள்ள A, ஐ (2) 
ஐப்‌ பயன்படுத்தி காண முடியும்‌. | 
(5) ன்‌ இருபுறமும்‌ F(x) ஆல்‌ பெருக்கி —] லிருந்து 1 


வரை உறுப்பு கிரமமாக தொகையிட 


| ГОР, (х) = | Уга,Р,(Х)Р,(х)ёс 


-197:50 
2௧/9௪ 

n=0 21, 
0, т=п எனில்‌ 


т=п எனில்‌ 








2041 
என அறிவோம்‌. எனவே 


ee ல்‌ ஆர்த்த _ 2 





ஸ்‌ - 2 | 





J fG)P,Gode 


குறிப்பு: /(%)-க்கு (5) வடிவிலான விரிவாக்கத்தில்‌ இருந்து 
அதில்‌ உறுப்புகிரமமாக [-1,1]-ல்‌ தொகையிட முடிந்தால்‌ 
மேற்கண்ட விவரங்களை நியாயப்படுத்த முடியும்‌. JO) ஒரு 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவையாக இருப்பின்‌ இரு நிபந்தனைகளும்‌ 
நிவர்த்தியர்கும்‌. ஆனால்‌ f(x) வேறு ஏதேனும்‌ சார்பாக 
இருந்தால்‌, (5)ல்‌ கூறப்பட்ட கெழுக்கள்‌ (ஆல்‌ கொடுக்க 
முடியுமா என்பது சந்தேகமே. 

விரிவாக்கம்‌ (5) ஆனது லேஜண்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ 
கோவைகளின்‌ செங்குத்து தன்மை (2) யைப்‌ பொறுத்து. 
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பரீச்சிறு -வர்க்க தோராயமாக்கல்‌ (Least square 
approximation) 

F(x) என்பது இடை வெளி me) 2 oe | ல்‌ 
வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு என்க. f(x) ஐ மீச்சிறு வர்க்க 
முறைப்படி A படி அல்லது அதற்கு குறைவான பல்லுறுப்புக்‌ 
கோவை P(x)- க்கு தோராயமாக்கலை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 


r= JLre)- Р(х)| ас 


என எடுத்துக்‌ ан (அதாவது சீ யை P(x) 
மற்றும்‌ f(x) இன்‌ வித்தியாசங்களின்‌ வர்க்கங்களின்‌ கூடுதல்‌ 
எனில்‌) நாம்‌ காண வேண்டியது P(x) ன்‌ தகுந்த மதிப்புக்கு 
I ன்‌ மீச்சிறு மதிப்பு ஆகும்‌. இந்த பல்லுறுப்புக்‌ கோவை 
மீச்சிறுமமாக்கல்‌ என்பது லெஜன்டர்‌ தொடர்‌ (5)-ல்‌ உள்ள 
முதல்‌ (7-1) உறுப்புகளின்‌ கூடுதலாகும்‌. அதாவது 

Р(х)=а,Р,(х)+ар (ж)+:-+а,Р,(х), 

இங்கு On -л 17092 (x) de ஆகும்‌. இதனைப்‌ 
பின்வருமாறு நிருபிப்போம்‌. 


படி 0 அல்லது அதற்குக்‌ குறைவான எந்த ஒரு 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவையையும்‌ ச; ()+5,£ (x)+---+8,P, (х) 
என்ற வடிவில்‌ எழுதலாம்‌ என நமக்குத்‌ தெரியும்‌. எனவே 
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7-][709- சரசு 

-| 709-254 ய 

ла [Yer J ло дв 
Јаз ета, [renga 
-roeil 25% [2] 


-Jro கட்டே a vant 





இதிலிருந்து தெரிவது என்னவெனில்‌ 
ஈ=0,1,2,3,---க்கும்‌, =a, எனில்‌ 7 மீச்சிறுமமாகும்‌. இதற்கு 
தேவையான எடுகோள்கள்‌ ர மற்றும்‌ (7 (х) СОН 
தொகையிடத்தக்கன என்பதாகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 3 

2—3х+ 4х? ஐ லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளில்‌ 
விடை: R (x)= kh (x): `x. P, (x) = =(3x 2-1) 


என நமக்குத்‌ 
தெரியும்‌. 


எனவே i 2-3x +42 =2P (x)-3P (x)+ 438 (x)+ =P, (2) 


-4%(9-3:9-35௫ 
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எடுத்துக்காட்டு 2 
லெஜன்டர்‌ - சமன்பாடு (1-х) – 2х + p(p+1)y =0 
என்பதை 240 -x நதி +п(п+1)у=0 என எழுதமுடியும்‌. 


எனவே 
malt x 1 அ +m(m+1)P, -0 
மற்றும்‌ 

а Lr J, |+ n(n+1)P,=0 . 


இந்த இரண்டு சமன்பாடுகளைப்‌ பயன்படுத்தி m = 77 


எனில்‌ 
1 


ЇР, (х)Р, (х): = 0 
Я 
என நிறுவுக. 
விடை 
Lf- ai +m(m+1)P, =0 (7) 
Lja- 7), |+n(n+1)P, =0 (8) 


7xP,—(8)xP, = 
21( -)(BP,-BP;}(+2.P,[m(m+1)-n(n+1)]=0 
210 = (PP. -Р,Р, ) +P,P,|(m—n)(m+n+1)|=0 
аа) в р), от) п) 


-1 லிருந்து 1 வரை இருபுறமும்‌ தொகையிட 
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а-в, рв), -f P,P, (n—m)(m+n-+1) fs 
0- (n _m )(m +n fr, (x) Р ( ху 


அதாவது 
|,e) e= 


எடுத்துக்காட்டு? (1-247) -ÈRO என்ற 
| n=0 
உருவாக்கும்‌ சார்பிலிருந்து 


= >| | Р(х) | 
[татр >l 14, 


ó 


(итин) (mn) 


l dx Зет 
என நிருபித்து | த அது ப்‌ 
நிருபித்து [ee 2 - 


விடை 


/ Е | Ё 
(1 —2xf + e) 2 = P (x)+B (x): +P (х) +---= bee (x) 
| й 0 டட 


இருபுறமும்‌ வர்க்கப்படுத்த 
| = d 2 
(1-20+0) = Èro] 
n=0 
= (р, (х) +2 3 =p, (x) P(x) 
n=0 m,n=0 | - | 
т 


-1 விருந்து | வரை இருபுறமும்‌ xgù பொறுத்து 
தொகையிட 
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1 л “ирт! = ioe 
1(-254-2) а= Уул | р(х) +2 Уг" [Р (х)Р, (х) а 
аф; த 4 m,n=0 -1 
29 (9) 
1 
тп எனில்‌ ЇР „(х)Р, (х)ах 0 என்பதால்‌, மேற்கண்ட 
(9) ச்ம்ன்பாட்டின்‌ வலப்புறத்தின்‌ இரண்டாவது உறுப்பு 
பூச்சியமா கிறது. எனவே அச்சமன்பாடு பின்வருமாறு மாறும்‌ 
பத "a “ЭЭР, 
(1-2 2) а= Уу" |Р (х) (10) 
1 | п=0 21 
சமன்பாடு. (10)ன்‌ இடப்புறத்தை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
74s log(1—2xt +1?) | 
| (1-2х(-0) "dx = eee) 
Sii —2t 2 


Ў Іов (1 —2t+ ëJ юв(1 +2t +i) 
m mY е 22) 


PEAR | 27740 2 
- | юв(1 t) 108144) | 
wes - சர. 

2t 147] 

1 Cre Lt): | ` 
=~+—log ==—lo 

t l+t) t 1-4 


5 | 2 4 1 
Е гт சு = 2 je ee ho 
£ з прате, 3. S 


ja- Qxt+f гү dx = 25,25 


-1 





3741 


(11) ஐ (10) ல்‌ பிரதியிட 
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23-32: 1-3 ао 


n=0 n=0. 2] 


இருபுறமும்‌: (27 _ ar குணகத்தை சமப்படுத்த 





Jeor 


2п +1 
иш 21-13 


பின்வருவனவற்றுக்கு லெஜன்டர்‌ தொடரின்‌ முதல்‌ 
மூன்று உறுப்புகளைக்‌ காண்க. 


24-10, -15х«0 எனில்‌ 
or te 01 எனில்‌ 
(b) f(x) =e" 


P(x)என்பது 19.0 அல்லது அதற்கு மேல்‌: எனவும்‌ 
a நலா அன வத 

| x P(x)dx = 0,k =0,1,2,---,(n— = 1) үстэй» qena m 
P(x) = ‘CP, (x) எனக்காட்டு. இங்கு C ஒரு. மாறிலி. 
P= 4 +c P. +C,P, +>: РЕР 

( (இங்கு с,, Ст," Эс Сэ Pu 28: = W ia ஆகியன окно 


என்பது 77 படியுடைய பல்லுறுப்புக்‌ கோவை எனில்‌ 


“ட பிசி (0௬.(%-0,1,2...7) 





= = 


எனக்‌ காட்டு 


x" +3x°-x745y-2@ லெஜன்டர்‌ பல்லுறுப்புக்‌ 
கோவைகளின்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கையாக எழுது. 
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அத்தியாயம்‌ 14 





பெசல்‌ சார்புகள்‌ - காமா சார்பு 
(Bessel functions - The Gamma function) 
Р குறையெண்‌ அல்லாத மாறிலி எனில்‌ 
xy + xy' +(x —p)y=0 (1) 
என்பது பெசல்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌. மேலும்‌ அதன்‌ 
தீர்வுகள்‌ Qusa சார்புகள்‌ எனப்படும்‌. 
J (x) சார்பின்‌ வரையறை : 


சமன்பாடு (முல்‌ у மற்றும்‌ У ன்‌ குணகங்களை ох? 
1 х^– р | 
ஆல்‌ வகுக்க, PO) எனவும்‌ 00)-537 எனவும்‌ 





கிடைக்கும்‌. இதனால்‌ ХР(х)-1, x'Q(x)=x°—p°' என 
ஆகிறது. எனவே y= 0 என்பது சமன்பாடு (1) ன்‌ ஒழுங்கான 
ஒருமைப்‌ புள்ளி ஆகும்‌. (1)ன்‌ உள்ளார்ந்த சமன்பாடு 
т-р =0 ஆகும்‌. இதன்‌ தீர்வுகள்‌ Р மற்றும்‌ P 
ஆகியனவாகும்‌. எனவே சமன்பாடு (1) ன்‌ தீர்வு aes 
என்ற வடிவில்‌ இருக்கும்‌ 


(இங்கு a, #0) 


y= ил" (2) 
=; 

у= > (n+ pja," 
n=0 
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மற்றும்‌ Р rs 
y=> (n+ p\in+ р-а, х" 
зае; 


У மற்றும்‌ у" ஆகியவற்றை சமன்பாடு (1) ல்‌ பிரதியிட 
x’ > (n+ р-1)(и+ pja x”? + ху, (n+ р)а, х"? 
n=O 8-0 


f Ф Е. 
அதாவது | = 


2 (п+р- и + рах" +} (a+ இத? 
௭0 24 


= ல 
களி pa, X? =0 


XP or குணகத்தை பூச்சியத்துக்கு சமப்படுத்த 
[(@+p-D(n+p)+(m+p)]a,+a,,-pa,-0 © 


[n + р? +2пр-п-р+п+р -p° |а, =-a,, 
-4,,., 


a= Bon (2p+ n) (4) 


மற்றும்‌ எ, = 0 என்பதாலும்‌ (4) லிருந்து 
-а | 
(2p ~1) 
Li பத்து! 
2(2p+ 2) 
= Рос. 13 = 
3⁄2p+3) | | 
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а; 


а, 


РГА EME ன А 
4 4(2 p+ 4) 2-4(2р 42Х2р +4) 


° §(2p+5) ` 


а = 6(2p+6) 2-4-6(2p+2\(2p+4)(2p+6) 
p+6 2Р р РТА 


என்வே 


y= ஆதம க 
у= 2, x 

= a,x? tax? +a,xPU аах" + 

= a,x? на, +.a,x?" tar +s 
саа 0 ӨНӨ a гэ 
ஸ்‌ 2(2p +2) | 2-4(2p+2)(2p+4)) 


+ М7 Pr EIS ad Иа 126 
2-4:6(2p + 2\(2p+4)(2p +6), 


அதாவது 


х” х 


у= ax" | சார சாபா சாதத்‌ எத ee ЫН 
| 2022-௮) 2.4(2р+ 22р +4) 


Жо 


2 x: 


xX 
=x + = டட 
р | 22(р+1) 22(р-1ХР-2) 


х? 


152 


(-1)"x х2" | 
ன மை மழை © 


a, = 77 என பிரதியிட கிடைப்பதை என்‌ J (x) குறிப்பாம்‌ 
பொல Ee தத்வ а 


Ј (х) ஐ வரிசை -P உடைய முதல்‌: வகை பெசல்‌ சார்பு 
எனப்‌ படும்‌. அதிக அளவில்‌ பயன்படும்‌ பெசல்‌ சார்புகளான 
Jœ) மற்றும்‌ JO) ஆகியன. பின்வருமாறு 
கொடுக்கப்படுகின்றன. 


J (x) = >C 1)” BF ப்ட்‌ 


nin! 2: (аў 
х? vt 6 
J (x= L= CPR தன்‌ хосоо 5 E 
-MP "29-02192 2531 
கக்‌ ப்‌ х? | 
Tig தான்‌ அபா நன ро 


Хор Pep s 3) 


“ари 1 (n+D! n+l 
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நட ОТ Р; 8 
அடத கட்த БУ ВМ 2 y h Es. tak ல்‌ (8) 
2. 112127 213112 31412 


J, (x) மற்றும்‌ J (x) ன்‌ வரைபடங்கள்‌ கீழே கொடுக்கப்‌ 


பட்டுள்ளன. 





J (x),J (X) т வரைபடங்கள்‌ அவற்றின்‌ பல பண்புகளை 
காட்டுகின்றன, ஒவ்வொரு சார்பும்‌ முடிவற்ற 
எண்ணிக்கையிலான மிகை பூச்சி யங்களை(positive zeros) 
உருவாக்கும்‌ அலைவு பண்பை கொண்டன. இந்த 
பூச்சியங்கள்‌ SINX,COSX ஆகியவற்றிற்கு உள்ளது போல 
மாறி: மாறி அமைகின்றன. 
காமா சார்பு 

ஒரு மிகை மெய்யெண்ணாக இல்லாத போது ஹன்‌ 
அர்த்தத்தை இப்போது புரிந்த கொள்ள முற்படுவோம்‌. அதன்‌ 
முலம்‌. п= 0,1, 2,3,4,--: = (p+n)! ன்‌ அர்த்தத்தையும்‌ 
பொதுவாக: அறிய முடியும்‌. காமர சார்பு பின்வருமாறு 
வரையறுக்கப்படுகிற து. 
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Г(ру- 1௪ல்‌, 150 (9) 
0 


ரல எனில்‌ ot ஆனது. மிக வேகமாக பூச்சியத்தை 
அடைவதால்‌ P — r எந்த மதிப்புக்கும்‌  தொகையீட்டின்‌ மேல்‌ 
எல்லையில்‌ இந்த தகா தொகை (improper integral) குவியும்‌ 
தன்மை உடையது. அதே வேளையில்‌ கீழ்‌ எல்லையில்‌ 
et>] மற்றும்‌ pxl எனில்‌ ந s co Heb. கீழ்‌ 
எல்லையில்‌ தொகையீடு குவிவதற்கு P மிகையெண்ணாக 
இருக்க. வேண்டும்‌ என்பது தேவையான நிபந்தனை ஆகும்‌. 

மேற்கண்ட விவரங்களிலிருந்து (9ல்‌ p —&@ú பதில்‌ pt! 
என எடுக்க 


гора) fred 
O 
= fe d(-e ') 
j A 
= |- Pe" |: +] | рі? аг. 
0 


= pfe ‘edt 
0 
Г(р-1)-рГ(р) (10) 
р = 1 எனில்‌ 
1 (1)- [еа =] 
விருந்து 


(11) 
Г(2)-1Г0)-1 

Г(3)-2Г(2)-241-21 
Г(4)-3Г(3)-3:2-1-3! 
Г(5)-4Г(4)-4-3-2-1-41 


155 


எனவே n>O எனில்‌ 

T(n)=(n-1)(n—2)---3-2-1=(n-1)! (12) 

இப்போது 2ஒரு குறை எண்‌ அல்ல என எடுத்துக 
கொண்டு காமா சார்பை விளக்குவோம்‌. p=0 எனில்‌ 
தொகையீடு இருக்காது இருப்பினும்‌ P-a பல குறை 
எண்களுக்கு Г(р) ஐ பின்வருமாறு கணிக்கலாம்‌. 

Г(р+1 | 

Г рру- 251 | (13) 

-1«р«0 எனில்‌ 0 <p+i<l எனவே (13) ет வலது பக்க 
மதிப்பு இருக்கிறது. மேலும்‌ (13)ன்‌ இடது பக்கத்துக்கு வலது 
பக்க மதிப்பை சமப்படுத்துவோம்‌. இப்போது -2<ற<-1 
எனில்‌ -l<p+1<0. எனவே. (13) ஐ வரையறுக்க மீண்டும்‌ 
உபயோகிக்கலாம்‌. இம்முறையை முடிவில்லாமல்‌ 


தொடரலாம்‌: 


எனவே (11) லிருந்து 


limT(p) =lim 1-1. +оо 
| Р 
அதாவது 
lim Гр) = % 
மற்றும்‌ 
lim T (p) = —% 
Р 


Г(р) ஆனது எல்லா குறை முழு எண்களிடத்தும்‌ ஒரே 
மாதிரியான பண்புடையது. இவற்றை பின்வரும்‌ படத்தில்‌ 


காட்டப்பட்டுள்ள து 
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நாம்‌ (2-௪ என தெரிந்து கொள்வோம்‌. 
1 (ற) எப்போதும்‌ பூக்சிமமாகாது! чарга 22 நன்கு 
வரையறுக்கப்பட்டது ஆகும்‌. இதற்கு ro) ன்‌ மதிப்பை, 
ட 1-2 க்கு பூச்சியமாக எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும்‌. 
இத்தகைய விளக்கங்களிலிருந்து ற! ஐ குறை முழு எண்‌ 
அல்லாத பட்சத்தில்‌ 


pi=I(p+1) 
என வரையறுக்கலாம்‌. 


+. 


l 
இதன்‌ தலைகீழி Р! T(p+D என்பதும்‌ Р ன்‌ எல்லா 


மதிப்புகளும்‌ நன்கு வரையறுக்கப்பட்டது. மேலும்‌ P குறை 
முழுஎண்‌ எனில்‌ அதன்‌ மதிப்பு பூச்சியமாகும்‌. 
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(The General solution of Bessel’s Equation) 


இப்பாடத்தின்‌ ஆரம்பத்தில்‌ சன்பாடு (1) க்கு சிறப்புத்‌ 
g imam = р எனும்போது கண்டுபிடித்து அதனை 
J (x) எனக்குறிப்பிட்டோம்‌. பொதுத்‌ தீர்வு வேண்டுமெனில்‌ 
மற்றொரு, சாராத தீர்வு காண வேண்டும்‌. அதாவது அந்த 
இரண்டாவது தீர்வு J (x) ன்‌ மாறிலி பெருக்கமாக இருக்கக்‌ 
கூடாது. அத்தகைய «Б தீர்வும்‌ இரண்டாம்‌ வகை பெசல்‌ 
சார்பு எனப்படும்‌ (Bessel function of the second Kind). ஆனால்‌ 
அத்தகைய இரண்டாவது தீர்வை m, = — p ŠG@ காணும்‌ போது 
98-72, =2р என்பது பூச்சியமாகவோ அல்லது மிகை, முழு 


கொள்ள வேண்டியிருக்கும்‌. 


இதனால்‌ நாம்‌ Р ஐ முழு எண்‌ அல்ல என எடுத்துக்‌ 
கொள்வோம்‌. இந்நிலையில்‌ P ஐ --திஆல்‌ நீக்க எந்தவித 
கடினமும்‌ இல்லாமல்‌ தீர்வைக்‌ காண முடியும்‌. ஒரேயொரு 
விதிவிலக்கு என்னவெனில்‌ அங்கு கிடைத்த மீளவரும்‌ சூத்திரம்‌ 
பின்‌வருமாறு அமையும்‌. 

a(—2p+nja, +a, ,=0. 


மேலும்‌ p= = மற்றும்‌ ர-1எனில்‌ G =Oaer எடுக்க 
வேண்டிய கட்டாயம்‌ கிடையாது, இருப்பினும்‌ நாம்‌ (1)-ன்‌ 
சிற்ப்புத்தீர்வைக்‌ காண விரும்புவதால்‌ ஏ, = О என்போம்‌. 
இதேபோல Р = > மற்றும்‌ n -3எனில்‌ அதே சிரமத்தை சந்திக்க 
வேண்டியுள்ளது. இது போலவே பொதுவாக —2p+n=0 9,6 


அமையும்‌ தருவாயில்‌ சிரமங்கள்‌ உண்டு. 
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இதனால்‌ O0=a =a, =а, என்‌ er Ñ துக்கொள்ள்‌ 
வேண்டும்‌. என்வே சமன்பாடு. (முன்‌ வலப்‌ தீர்வு. 


ora 2 i 
J (x)= Т ” 51 5 сорон 


எனக்கிடைக்கும்‌ இ த்தொ டரின்‌ முதல்‌ . உறு ப்பு 


m = -P எனும்போது 


FD | 
ஆகும்‌. இதன்‌ மூலம்‌ அறிவது யாதெனில்‌ x 0 க்கு 
அருகில்‌ J_,(x) வரம்பற்றது. அதே சமயத்தில்‌ J, (x) ஆனது. 
Х-0 க்கு: அருகில்‌ வரம்புடையது степен அறிவோம்‌. எனவே . 
J பெமற்றும்‌ 4.5) ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத சார்புகள்‌ | 
ஆகும்‌. Ј,(х) шон Z,a) ஒன்றையொன்று - சாராதவை 
என்பதால்‌ சமன்பாடு (1) ன பொதுவான தீர்வு р apap எண்ணாக... 
இல்லாத போகு) 

у=, ()+о (ә) x (15) 
ஆகும்‌... | 

Deven gis > 0 என்ற முழு எண்‌ எனில்‌ சூழ்நிலை 

மிகவும்‌. வித்தியாசமானது ஏனெனில்‌ சமன்பாடு (14) பின்வருமாறு 


மாறுகிற து. 
6 Е | 5 
டல... 


120 Стя) 


at (2) . C ЗЕ х) 
Б Serer к Т) 


= ஆல ea ens tl, 
mo 7 (-т-н) < n\(—m + n)! 
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Ї 
॥<ற௱எனும்‌ போது (m+n) மதிப்பு பூச்சியமாகும்‌. 


எனவே 


Й (—1)" | х)" n-m 
(x) 2 > WALA 


тон ni(—m+ п)! 


71565 பதில்‌ (171 Р п) என எடுக்க. 


ТЭ y 2(n+m}m: 
ஞா) 


4.60% 2 mC) 


Í 





72 im) 

: பிட гу 
= К my 22 
au 2, п\п+ т)! 


J (¥) = (-1)" J, (2) 

மேற்கண்ட உறவிலிருந்து... (2)ஆனது.?7 (x)ër மாறிலி 
பெருக்கல்‌ என்பதால்‌... (2) மற்றும்‌ J (4)ஆகியன ஒன்றை 
யொன்று சார்ந்த சார்புகள்‌ ஆகும்‌. இந்நிலையில்‌ 

yaa nC) tedy) 


என்பது சமன்பாடு (1) ot பொதுத்தீர்வு அல்ல. எனவே 


இரண்டாவது தீர்வை பின்வருமாறு காணலாம்‌. 


160 


у என்பது சமன்பாடு (1) ன்‌ ஒரு தீர்வு எனில்‌ Vy என்ற Y) - 
ஐச்‌ சாராத (1) et இரண்டாவது தீர்வு 
У = 
| ] -fræ : 
= hl a ! юэ = 


1 


9] ә л (9 : 


இருப்பினும்‌ இரண்டாவது தீர்வை பின்வரும்‌ வித்தியாசமான 
முறையில்‌ காண முற்படுவோம்‌. ? ஒரு முழு எண்ணாக இல்லாத 
போது C, 5-0 எனில்‌ (15) வடிவில்‌ உள்ள எந்த ஒரு சார்பும்‌ 
இரண்டாம்‌ வகை பெசல்‌ சார்பு ஆகும்‌. இது J_,(x) யும்‌ 
உள்ளடக்கியது. இரண்டாம்‌ வகை பெசல்‌ சார்பின்‌ பொதுவான 


வடிவம்‌ 
Vs (x) = 


என்வே (15) ஐ பின்வருமாறு வேறுவிதமாக எழுதலாம்‌ . 


20002௭ (ம) x (16 
sin рл 


y =c] (x) + cy, (X) (2 முழு எண்ணாக இல்லாத போது). 
எனினும்‌ 2 முழு எண்ணாக இருந்தால்‌ (16) அர்த்தமற்றதாகி 
விடும்‌. அதாவது முன்னால்‌ குறிப்பிட்ட சிரமம்‌ இன்னமும்‌ 
தீர்வுபாடில்லை. இப்போது மிக விரிவான பகுப்பாய்வுக்குப்‌ பிறகு 
Ym (x)= lim у, (x) 
என்ற சார்பு உண்டு என அறிகிறோம்‌. மேலும்‌ அது 
இரண்டாம்‌ வகை பெசல்‌ சார்பு ஆகும்‌... இதன்‌ மூலம்‌ 
9௧4,94௨, (x) 
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ஆனது பெசல்‌ சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்‌ தீர்வு ஆகும்‌. இங்கு Р 


முழு எண்ணாக்வே அல்ல்து அவ்வாறன்றோ இருக்கலாம்‌. 


- இப்போது?! (х) = Ух у(х) என்ற மாற்றம்‌ முலம்‌ u(x) என்ற 
у(х)-# சார்ந்த மாறியை வரையறுத்தால்‌ 


Маш (х) u(x) = 
у(х)= 24/1 
_2xw (2) аб) 
234/2: | 
дах (x) = u(x) 
7-ү2 
Ax’ 
ie 2x | u'(x)+ 2хи” 001 3| 2хи” (x)—u (х) | 
4х2 


YY ஏ” ஆகியவற்றை (1) ல்‌ பிரதியிட கிடைப்பது 


122223 | 
1-4р =o (17) 





X மிகப்‌ பெரியது(% — ௦)எனில்‌ (17) ஆனது 
u"+u=0 


என மாறும்‌. 


COS மற்றும்‌ 10) x ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத, 
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u°+u=0 க்கு இரு தீர்வுகள்‌ என நாம்‌ அறிவோம்‌. எனவே 

X மிகப்‌ பெரியதாய்‌ உள்ள போது பெசல்‌ சார்பு V(X) ஆனது 

7% மற்றும்‌ sin x ஆகியவற்றின்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கையாக 
i மறும்‌, 7, ந] 


அமையும்‌. மேலும்‌ இதனை 





(இங்கு n(x) மற்‌ றும்‌ Р, (х ) ஆகியன X —> 00 எனும்‌ போ து 


வரம்புடையன) என்ற சமனிகளால்‌ பலப்படுத்தப்படுகிற து. 
எடுத்துக்காட்டு 1 பின்வருவனற்றை நிருவு. 

(a) (x. ) (х) = x"J,_, (x) 

(b) (7) (x)= Yaa (а) 

(c). a (x) - Jaa (х) = 27, (x) 


(௦) 22. (x) +J. (х) = Fd (x) 


தீர்வு (a) 

Г 7 2п+а 
7 | со ЗАН | 
2 (xs, 09) - ts а а лар 

ах உர்‌ பத்ததி o ni(n+a)! 
| 
«хэ (1у25 а (хү 

2, т(п +0)! ас 


அதவது. 


= и(п+а)!2 12 
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ee ES Lie 2л+24-1 
=x $s) 


=e Fe) 


(b) 






| ed x 2n 
. Cay [2) 


2-0 n!(n £ at.) 12% 


(x சர. (சொற Эв) = 


ni(n+a)! ஸ்‌ 


n=0 


Z சம்‌ 72 М 284௨-1 
m 9 mn லாடு) xt 


Emna) < (1-1) (860) 


Lee p(z x ee 
பன்‌ ஞா 2 


7 01௪௬௩௮)! 


(1-1) க்கு பதில்‌ И என பிரதியிட 


(ел, (х) ==) oz) 


24 п\(и+а +1)! 
20874, (2)]--2 “ச, (30) 
(c) 
adota Ty „(х))= x (х) 


Jy (EHX “248 ee (x)) 
= எத்‌ £ ë (x)+ ох „(х) | 


7. {%) = Ji (х) + ах J.(x) (A) 
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| d f e Pr ts 
()லிருந்து ப்‌ J,(x))=— JA (2) 
ax], (0-௪ (x) = x "J, &) 
-ax J 2 (2) +J; (>) Заа (x) (B) 


> a < 26 Є 
(8)(&]லிருந்து (8) ஐ கழிக்க , Jai (х) Ја (х) = Ја (х) 


எனவும்‌ கிடைக்கும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 2 


வத்‌ S me = pate 
(3) = 2|е ds எனக்காட்டி [2] = It நிருபி. 


விடை ` 


Кр) = |a, (»0 
9: 


| 1 TA Se = 
7) = — 4 --рт- ர்‌ 20 di 
р ЭРЭР | 


| — s2eresr பிரதியிட = 2sds 


5) = [ose "ds -3] e” ds 


0 


அ Ро la 
хаг 0 0 
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a P ப А 


—| Í| — —— ர்‌ — rvOT—-5-%__ வையை மய 
1 1.2. 1-2-3:4 1:2-3+4-5-6 
ib 


ன்‌ E (x) = | = cos x 


பயிற்சி-14 
(a) 2), (2))--4(2) எனவும்‌ 
(5) = (ал (х)) = х7, (x) 
எனவும்‌ நிருபி. 
С + ЇР = “ӨВӨР амдан 
மேலும்‌ С A Эн < Cy 7 எனவும்‌ காட்டு, 


у(х) = іту, (х) ல்‌ லோபிதால்‌ விதியைப்‌ பயன்படுத்தி 


»0)-124,0-07 2 709] 


р=т 


என நிருபி. 
168 





அத்தியாயம்‌ 15 





பெசல்‌ சார்புகளின்‌ பண்புகள்‌ 
(Properties of Bessel’s functions} 


எந்த ஒரு மெய்யெண்‌: நி-க்கும்‌ (01:16:69 சார்பு], (х) ஆனது 


யி... ЭС 1)’ G 3) | (1) 


என வரையறுக்கப்பட்ட து, 
சார்புகளும்‌ முற்றொருமைகளும்‌ 

212°, (x) | = xP Ss (x) (2) 
என நமக்குத்‌ தெரியும்‌. மேலும்‌ | 

Acie கல்‌, 

171,00) |= 0, (ә) (3) 
எனவும்‌ நமக்குத்‌ தெரியும்‌. | 

இந்த முற்றொருமைகளிலிருந்து நாம்‌ அறிவது 
என்னவெனில்‌ பெசல்‌ சார்புகள்‌ ம ற்றும்‌ அதன்‌ 
வகையீடுகளையும்‌ மற்ற பெசல்‌ சார்புகளால்‌ எழுத முடியும்‌ 
என்பதே. 
Toa (E)E pa (= I) 


என gs Ct оер eal இதில்‌ p= = என 
எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌ 

J (x)+J. (x)=—J (x). 7 

aA ) af ) Б 16) (4) 
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X. 


2 Z : 
= 121225 னை 
ЛХ х Х 


இதுபோன்ற கணக்கீடுகளை முடிவில்லாமல்‌ 
தொடரலாம்‌. எனவே M ஒரு முழு: எண்‌ எனில்‌ 


ட்‌ என்பது ஒரு எளிய சார்பு ஆகும்‌. 





சமன்பாடு. (2) ஐ தொகையிட 
| XT) = aie j(x) +e 
இதுபோலவே (3) ஐ தொகையிட 
[J (டின்‌ J +e 

முதல்‌ தொகையில்‌ p=1 என எடுக்க | 

Ї A EEI OET 
ஆகும்‌. 
பூச்சியங்களும்‌ பெசல்‌ தொடர்களும்‌ 

Р ன்‌ எந்த மதிப்புக்கும்‌. (х) - க்கு முடிவற்ற பூச்சியங்கள்‌ 
உண்டு. குறிப்பாக ./,)க்கு இது உண்மை. இச்சார்பின்‌ 
பூச்சியங்கள்‌ மிகவும்‌. துல்வியமானவை. இதன்‌ மதிப்புகள்‌ பல 


கணித அட்டவணைகளில்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. 


இந்த பூச்சியங்களின்‌ முதல்‌ ஐந்தின்‌ மதிப்புகள்‌ 
தோரயமாக 2.4048, 5.5201, 8.6537, 11.7915, 14.9309 அதன்‌ 
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அடுத்தடுத்த வித்தியாசங்கள்‌ 3.1153, 3.1336, 3.1378, 3.1394. 
இதனுடன்‌ தொடர்புடைய J (х) ёт பூச்சியங்கள்‌3.8317, 7.0156, 
10.1735, 13.3237 மற்றும்‌ இதன்‌ தொடர்ச்சியான 
வித்தியாசங்கள்‌3.3839, 3.1579, 3.1502, 3.1469 


கணித இயற்பியலில்‌, கொடுக்கப்பட்ட சார்பை பெசல்‌ 
சார்புகளில்‌ விரித்து எழுதுவது தேவையானது. மேலும்‌ 
குறிப்பிட்ட வகை விரிவாக்கம்‌ கொடுக்கப்பட்ட கணக்கைப்‌ 


பொறுத்தது. இதில்‌ மிகவும்‌ எளிமையானதும்‌ மிக முக்கிய 
மானதுமான விரிவாக்கம்‌ 
F(x) 2 Da, (4x) =aJ, (Ax) +а,7, (Ах) +, (Ах) kos ` (Q) 
n=l 


என்ற வடிவிலான தொடர்கள்‌ ஆகும்‌. இங்கு 7 (x) ஆனது 
0ஜஃ1என்ற இடைவெளி மீது வரையறுக்கப்பட்ட து. 
மேலும்‌ 4, என்பன, (x), p 20 என்ற சில நிலையான பெசல்‌ 
சார்புகளின்‌ மிகை பூச்சியங்களாகும்‌. இங்கு0 < x<1 என்ற 
இடைவெளி எளிமைக்காக எடுத்துக்‌ கொள்ளப்பட்டது 
என்பதை நினைவில்‌ கொள்ள வேண்டும்‌. ஃபூரியர்‌ தொடர்‌ 
மற்றும்‌ லெஜன்டர்‌ தொடரை போலவே (6)ல்‌ உள்ள 
கெழுக்கள்‌ aA, aj dz ஆகியன. J, (4,x)— ot சில 
தொகையீட்டுப்‌ பண்புகளைப்‌ பொருத்தவை ஆகும்‌. (6)-ஐ 
xJ (42) ஆல்‌ பெருக்கி( லிருந்து [வரை உறுப்புகிரமாக 





தொகையிட 
ff (x), (2х) = 7 гал (7) 
0 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. ஏனெனில்‌ 
1 0: MEN எனில்‌ 3 
jx, (ху, (4,5) 24, (4, y š JM = И எனில்‌ 
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(ல்‌ நக்கு பதில்‌ 771 என பிரதியிட 


зав Ло (x)J, (4, x) 45 (9) 

Jpn ay! x 
என கிடைக்கும்‌. தொடர்‌ (6) ஆனது 71-பெசல்‌ தொடர்‌ 

அல்லது ஃபூரியர்‌ -பெசல்‌ தொடர்‌ என அழைக்கப்படும்‌. 

பின்வரும்‌ தேற்றம்‌, தொடர்‌ (6) ஆனது f(x) 56 

ஒருங்குவதற்கான நிபந்தனையை தருகிறது. 

தேற்றம்‌ A (பெசல்‌ விரிவாக்கத்‌ தேற்றம்‌) 


0 < x <1 et ë D இடைவெளியில்‌ f(x) மற்றும்‌ 
J (x) ஆகியன அதிகபட்சம்‌ முடிவுறு தொடர்ச்சியின்மை (jump 
discontinuities) உடையன என்போம்‌. Q<x <1, 2-ல்‌ /(3) 
தொடர்ச்சியுடையது எனில்‌ தொடர்‌ (6) ஆனது J/(x)š@ 
ஒருங்கும்‌. மேலும்‌ f(x) னது Х- 60 தொடர்ச்சியற்றது 
எனில்‌ தொடர்‌ (6) ஆனது 270 —)+ f(x +) [க்கு ஒருங்கும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1 

4 என்பன J, (x) ன்‌ மிகை பூச்சியங்கள்‌ எனில்‌ 
O<x<laam இடைவெளியில்‌ 7 (x) =] என்ற | சார்பின்‌, 


J (4,2)-ல்‌ பெசல்‌ தொடரை காண்க. 


விடை: 
f (x)- ன்‌ பெசல்‌ தொடர்‌ f(x) 2.4, 7,(4,х) என்க. 
ое s= j xf (x) J, (A,x) de 


Jp л ya 


р= Оеея கொடுக்கப்பட்டது. மேலும்‌ ரீ)! 


எனபதால்‌ 
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T (Ax) de. 


“Tay! 


ஆனால்‌ | xh (х) = xJ, (х)+сетел நாம்‌ அறிவோம்‌. 





87 хаў ray (A,x)ade 
2 
களி nh (ax | 
“3248 


i= f) Zas, (42) 


எடுத்துக்காட்டு 2 
x [ 0: m+n எனில்‌ 
xl LAX (Ax) de= < 
| p(y, An) = Iya (Ay) m=n எனில்‌ 
என்ற செங்குத்து அமைவு அத்‌ நிருபி. 
விடை 
х 1 ; uf p° | 
аа {1-2 y=0 (A) 
x eee அன்‌. 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு y=J,(x)erer நாம்‌ 


அறிவோம்‌. என்பன இரு மிகை மாறிலிகள்‌ 
எனில்‌ (x)= J š (ax) மற்றும்‌ 
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уб) =, (Б) 9150, 
டிய -Z u= 0 (8) 


ne | | 
у" + =y + G = zh = 0 | (C) 


என்ற சமன்பாடுகளை நிவர்த்தி செய்யும்‌. இப்போது (8)ஐ 
Vaid (ஜெ 4/ஆலும்‌ பெருக்கி ஒன்றிலிருந்து மற்றதை 
கழிக்க கிடைப்பது A 


иу уту += ( u'v—y'u) | (2° aa а? ) uo 
இச்சமன்பாட்டை ந ஆல்‌ பெருக்க கிடைப்பது 


x(u"v =" v) +(u'v -у и) = (2? = а? хи 
L 1) -Уу)х | = (5° — a° xuv (D) 
(0)ஐ0 லிருந்து] வரை %-ஜஐப்‌ பொறுத்து தொகையிட 
| (u = уи) | = (o -a° ) | хау 
0 | 
220 
(0 01)» (1) и (1) (1) –0 |= (8 а?) | ends 
ee 
и(1) = La (a) மற்றும்‌ У(1)-417, (9) என்பதால்‌ G, D என்பன 
J,(x)et QO தனித்த மிகை பூச்சியங்கள்‌ А, மற்றும்‌ Л, 


எனில்‌ மேற்கண்ட சமன்பாட்டின்‌ இடப்புறம்‌ பூச்சியமாகிறது. 
எனவே 
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| l 
(2-а?) | xuvdx = 0 
24 
У 
0 i 
Їх/, (3,ХУ,(3,х)дх-0 
0 
இப்போது = п என்போம்‌. 
т 1 7 2 р? 21) 
u зей. а 128 и = -ஐ 
2х2и' ஆல்‌ பெருக்க 
2x7 uu’ + 2х(4/) +28 uu —2puu' = 0 
neat 


(би 7 На = (as Ç u?)— 24и (раг) =0. 


இதனை 0-விருந்து jams Х- 1 பொறுத்து 
தொகையிட 


2a Jr’ 4 E (ах? -р?)г |, 
0 


z 24, (а) » Hı -8 (4) 
а = А, எனில்‌ | 
fxs, (a,x) в ==; (4,7 


J, (x) = 54, (x) + J а(х) என்பதால்‌ 


1 
|>, (a,x) ах 45 rs (2) ஆகும்‌. 
0 
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எடுத்‌ துக்காட்டு3 ee 
a) /, (Ax) நிவர்த்தி செய்யும்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காண்க. 
ЫЈ, (Ах) நிவர்த்தி செய்யும்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காண்க. 
விடை x x x 5 | 
a) д> 0என்பது ஒரு எதேச்சை மாறிலி என்க. 
:-7,(х எனக ЭМ 
i= என பிரதியிட 


Jl -4 O 


ப டப ee 


சிய; Žr 


J} மற்றும்‌ ҮН ஆகியவற்றை (10)69 பிரதியிட 
Ade ல... 
எனவே J (Ax) நிவர்த்தி செய்யும்‌ சமன்பாடு 
2" ша 3342::0 
ЭР 20 | 
Ака (A) வக, 
177. 


а (11) 


dz dz dt dt 


Фі 4 ALE dz 
dx dt’ 


de டத | Ха, 
ர மற்றும்‌ “ஆகியவற்றை (11) ல பிரதியிட 


14: 14 а? 
хоолл ae Ts LSS = (0) 
A dx ТА ах Ax 


Ad, 1 ன்‌ | Dra = 0 
A Ade A A 


எனவே J, (Ах) еа செய்யும்‌ சமன்பாடு 
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அலகு-11/ 
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முதல்‌ வறிசை நேரியல்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
(First order equations) 
பகுப்பாய்வு முறையின்‌ ஒரு அடிப்படைக்‌ கொள்கைகளில்‌ 
ஒன்று வரிசை ஒன்று உடைய 77 வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌. 
y, (x), y, (x), (3) என்பன தனித்த மாறி X- ல்‌ 
தெரியாத சார்புகள்‌ என்க. இச்‌ சார்புகளின்‌ முதல்‌ 
வகைக்கெழுக்கள்‌ у, у, °°, У, ஆகியவைகள்‌ X மற்றும்‌ 


Yi Yas >Yn ல்‌ சார்புகளாகும்‌. அதாவது 


Y= 
у = Pwy puas s.) (1) 


௮ 


у, = АСЕР, 


பின்வரும்‌ வரிசை சமன்பாட்டைக்‌ கருதுக. 


yr = (x, yy’; у) 
Л = J, y5 = Ye зу Уу, =") என்க. (3) 


(2) 


எனவே (2) ஆனது பின்வரும்சமன்பாட்டு அமைப்புக்கு 
சமானமானது. 


у= у, 
Vn = V3 
ЭЗ = у, 


g 
с 


(4) 


Fo = Ус: 
180 


(4) ஆனது (0 sir ஒரு சிறப்‌ வகையாகும்‌. (200 (ub ஒன்றுக்கொன்று 
சமானமானது. அதாவது (2) вт Srey y(X) creation (97-26) வரையறுக்கட்ட்‌.. 
y,(n), y,(n), ...., y (x) ஆகியன (இன்‌ தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. மறகுலையாக y (n), 
у,(п),....„у (x) ஆகியன (ஏ-ன்‌ தீர்வுகள்‌ எனில்‌ у(х) = y (x) 67607484) இன்‌ 
தீர்வு ஆகும்‌. x 

மேற்கண்ட п வரிசை சமன்பாட்டின்‌ 7- முதல்‌ வரிசை 
சமன்பாட்டு அமைப்பாக குறைப்பது பல வழிகளில்‌ பயன்பாடு 
உடையது. 


எடுத்துக்காட்டு1 


y"— X° y'— ху = О என்ற இரண்டாம்‌ வரிசை வகைக்கெழு 
சமன்பாட்டை அதற்குச்‌ சமானமான இரண்டு முதல்‌ வரிசை 


சமன்பாட்டு அமைப்பாக மாற்று. 


விடை: 


y"—x*y'—xy =Ó 
у" = நு 
= Jf (x, y, y) 


y =Z என்க. 


БИШ AER » ay 4 
У ш а 7 ду “ах 
YY ஆகியவற்றை கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ 


பிரதியிட 
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கொடுக்கப்பட்ட இரண்டாம்‌ வரிசை சமன்பாட்டு பின்வரும்‌ 


முதல்‌ வரிசை சமன்பாட்டு அமைப்புக்கு சமானமான து. 


பயிற்‌ சி-16 | 
у" =y"- x (y) என்ற மூன்றாம்‌ வரிசை வகைக்கெழு 
சமன்பாட்டை மூன்று முதல்‌ வரிசை சமன்பாட்டு அமைப்பாக 


மாற்று. 
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நேரியல்‌ சமன்பாட்டு தொகுப்புகள்‌ 
(Linear System of equations) 

m=i (0)х--8 (2) y+ 7 (2) i 

2- (0245 (0040 


என்ற சமன்பாட்டு அமைப்புகளை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
இடைவெளியில்‌ தொடர்ச்சியானவை ஆகும்‌. Ji (1) மற்றும்‌ 
1, () ஆகியன பூச்சியம்‌ எனில்‌ ஆனது ஒருபடித்தான 
சமன்பாட்டு தொகுப்பு எனப்படும்‌. அவ்வாறு இல்லையெனில்‌ 
அது ஒரு படித்தானவை அல்ல. (1)-ன்‌ தீர்வை 
x=x(t) 
ட ததி 
என எழுதுவோம்‌. 
தேற்றம்‌ А : இடைவெளி [a,b] -ல்‌ í ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி 
மற்றும்‌ X,Y ஆகியன ஏதேனும்‌ இரு எண்கள்‌ எனில்‌ 
சமன்பாட்டு தொகுப்பு முக்கு x=x(t),y=y(Naam ஒரே ஒரு 
தீர்வு மட்டுமே உண்டு. மேலும்‌ இத்த ர்வு 
x(t )= X V(t) = Уо எனவும்‌ [a,b] О முழுவதும்‌ 
செல்ல; தக்கது. 
தேற்றம்‌ B 

க்க! ப்‌! ()» 


(el pas 
ட்‌ (1)x+b,(t)y 
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(2) 


என்ற ஒரு படித்தான சமன்பாட்டு தொகுப்புக்கு[எ,0] ன்‌ 
மீது 
x= % (t) 
y=y,(t) 
மற்றும்‌ (3) 
x = x, (2) 
y= y, (2) 
என்ற இரு தீர்வுகள்‌ உண்டு எனில்‌ C,,C என்ற எந்த 
இரு மாறிலிகளுக்கும்‌ 
x=¢,x, (t)+¢,x, (t) 
у= ау (z)+e,y, (z) 
என்பது [0,2] ன்மீது ஒருபடித்தான சமன்பாட்டு தொகுப்பு 
DEG ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. 


(4) 


தேற்றம்‌ C: சமன்பாட்டு தொகுப்பு (ன்‌ இரு தீர்வுகள்‌ 
(3)ன்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ (Wornskian) மதிப்பு [a,b] arh g பூச்சியம்‌ 
அல்ல எனில்‌ (4) ஆனது சமன்பாட்டு தொகுப்பு (2) க்குப்‌ 
பொதுத்தீர்வு ஆகும்‌. 

தேற்றம்‌ D : W (1) என்பது சமன்பாட்டுதொகுப்பு (2)ன்‌ 
இரு தீர்வகளின்‌ ரான்ஸ்கியான்‌ எனில்‌ [а, 2] ети 51 முற்றிலும்‌ 
பூச்சிமாகவேோ அல்லது (4,6|16т மீது எங்கும்‌ 
பூச்சியமற்றதாகவோ இருக்கும்‌. 

தேற்றம்‌ E: சமன்பாட்டு தொகுப்பு (2)ன்‌ இரு 
தீர்வுகள்‌[௭,5] ன்மீது ஒன்றையொன்று சாராதவை எனில்‌ (3) 
ஆனது சமன்பாடு அமைப்பு (2க்கு பொதுத்‌ தீர்வு ஆகும்‌. 
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தேற்றம்‌சமன்பாட்டு தொகுப்பு (2)ér,[a,b] ёти ар 
ஒன்றையொன்று சாராத இரு தீர்வுகள்‌ (3) மற்றும்‌ 
х=х,(0) 
у=у,(0) 
என்பது சமன்பாட்டு தொகுப்பு С (2) ன்‌ ஒரு சிறப்புத்‌ தீர்வு 
о1651169,| 8, b] вт மீ, து 
x=% (t) te (1)+x, 
y=ay,(t)+ey, (t)+y, (0) 
என்பது சமன்பாட்டு அமைப்பு (2) ost பொ санла ஆகும்‌. 
பயிற்சி-17 


y=e 





а 


ஒரு படித்தான Ар ப Banc alee தீர்வுகள்‌ 


எனக்காட்டு. 
(b) மேற்கண்ட(8)- ன்‌ தீர்வுகளை, இருவேறு வழிகளில்‌ 


ஒன்றையொன்று சாராதவை எனக்காட்டி, பொதுவான 
தீர்வை எழுது. 


(©) ௪(0)-5மற்றும்‌ (0) -1எனில்‌ а)- ன்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வை 


காண்க. 


—=xX+2Zy 


N 
D 
m 
24 
Ww МӘ 
На 
Б 
13 
8 
Б 
>—— 
64 
ரூ 
а 
È 
E 
3 
ae யு 


=3x+2y 


என்ற ஒருபடித்தான சமன்பாட்டு தொகுப்பின்‌ இருவேறு 
தீர்வுகள்‌ எனக்காட்டு. 
(௦) மேற்கண்ட(8)- ன்‌ தீர்வுகளை, இருவேறு வழிகளில்‌ 
ஒன்றையொன்று சாராதவை எனக்காட்டி, பொதுத்தீர்வை 
எழுது 

ae =x+2y 


И 30 dt 
எழ அவன்ட டட “ЭН 


ஒருபடித்தானதற்ற சமன்பாட்டு தொகுப்பின்‌ சிறப்புத்தீர்வு 
எனக்காட்டி அதன்‌ பொதுத்‌ தீர்வை எழுது. 


என்ற தொகுப்பின்‌ பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்க. 


SIS &| 8: 
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மாறிலி கெழுக்களைக்‌ கொண்ட 
ஒருபடித்தான நேரியல்‌ சமன்பாட்டு 
தொகுப்பு 
(Homogeneous Linear System with constant Coefficients) 


a,b a, மற்றும்‌ 5 ஆகியன கொடுக்கப்பட்ட மாறிலிகள்‌ 
எனில்‌ 


dx 

—=a,x+by x 
dt (1) 
Z аху 


என்ற சமன்பாட்டு தொகுப்புக்கு தீர்வு காண முற்படுவோம்‌. 
அடுக்குக்‌ குறிச்‌ சார்பு (exponential functions) களின்‌ வகையீடுகள்‌ 
அதனுடைய மாறிலி பெருக்கலாகவே அமையும்‌ என நாம்‌ 


அறிவோம்‌. எனவே, இயற்கையாகவே (புன்‌ தீர்வு 
х= Де" | 
(2) 
у= Ве 
என்ற வடிவில்‌ இருக்கும்‌ என நாம்‌ எதிர்பார்க்கலாம்‌. 
இப்போது ஐ வகையிட 


— = Ame™ 
at 

dy К 
2 Bme 
dpa ae 
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а T ощ ЯРЬ?! 
என்த விடைக்கும்‌ a ae ஆகியவற்றின்‌ மதிப்புகளை- 
(1)-69 பிரதியிட Bf 


Ате" = a Ae™ 2 5.Ве"" 
Bme™ = а, Ае"! +b,Be™ 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. இவற்றை. 2" Ho வகுக்க கிடைப்பது 
Am=aA+b,B 
Вт = Atb B 
அதாவது 
(a, -—m)A+b,B =0 
а,4+(5, -т)в=0 


(3) 


А= В = О எனில்‌ சமன்பாட்டு தொகுப்பு அற்பத்தீர்வு 
(Trivial solution) உடையது. இதனால்‌ (2) – ம்‌ அற்பத்தீர்வை 
உடையது என நாம்‌ அறியலாம்‌. ஆனால்‌ (1)-5 நாம்‌ 
அற்பமற்று (mon-trrvial)# jwa காண விரும்புவதால்‌ 
மேற்கண்ட தீர்வு உபயோக. மற்றதாகிவிடுகிறது. இருப்பினும்‌ 
a, =m b, 
| а, b, -m 








என்ற அணிக்கோவையின்‌ மதிப்பு பூச்சியமெனில்‌ (3) க்கு 
அற்பம்ற்ற தீர்வு உண்டு. மேற்கண்ட அணிக்கோவையை 
விரித்து எழுத 
т? —(a, +b; )nr+(a,b, —a,b,) = 0 
என்ற தெரியாத மதிப்பு 90-60 ஒரு இருபடிச்சமன்பாடு 
கிடைக்கிறது. சமன்பாடு. (4) ஐ (1): ன்‌ துணைச்சமன்பாடு (auxilary 
equation) என்போம்‌. சமன்பாடு (4) ன்‌ தீர்வுகள்‌ M= Hi, m = m, 
என்போம்‌. இப்போது ல்‌ m ஐ 77, ஆல்‌ நீக்க 
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(4) 


(a, -—m,)A+5B=0 
a,A+(b,—m,)B=0 
எனக்‌ கிடைக்கிறது. மேலும்‌ இதன்‌ தீர்வுகள்‌ அற்பமற்ற 
தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. அவற்றை A,B என்போம்‌. எனவே 
i Ree 
y=Be™ 
என்பது (1)ன்‌ அற்பமற்ற தீர்வு ஆகும்‌. இது போலவே m go 
74, ஆல்‌ நீக்க 
х= Ае" 
мас 


(6) 


என்ற (1)ன்‌ மற்றொரு அற்பமற்ற தீர்வு கிடைக்கும்‌. 

நாம்‌ இரண்டு ஒன்றையொன்று சாராத தீர்வுகளை 
கண்டுபிடித்துள்ளோம்‌ என்பதை உறுதி செய்ய மற்றும்‌ 
பொதுத்தீர்வை காண பின்வரும்‌ மூன்று வகைகளையும்‌ 
தனித்தனியே விரிவாக ஆராய வேண்டும்‌. 


முதல்‌ வகை தீர்வுகள்‌:8) மற்றும்‌ m, என்பன இரு 


வேறு மெய்யெண்கள்‌ என்போம்‌. இதனால்‌ . 


[x= Ae x= Ае" 
|lu- த மற்றும்‌ | ௨ m என்பன ஒன்றையொன்று 
у= Ве у= В,е" о 


சாராத (டன்‌ இரு தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. எனவே (ன்‌ பொ துத்தீர்வு 


x= c Ae" +e Ae" 7) 
y=cBe™ +c,B,e™ 


ஆகும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு 1 
(Ф 
——=x+ 
га 7557) ௫ 
P- ax- 2y 


என்ற: சமன்பாட்டு தொகுப்பைத்‌ தீர்‌. 

дет 

y= Ве" என்க. 

எனவே (8-ன்‌ சிறப்புச்‌ சமன்பாடு (துணைச்‌ சமன்பாடு) 
(l-mjyA+B=0 (9) 
4A+(-2-m)B=0 


1— т 1 


My ௮2 =0 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 








அதாவது 260-60. இதன்‌ தீர்வுகள்‌ m = —3,т, = 22 
ஆகும்‌. இங்கு, m மற்றும்‌ m ஆகியன இரு வேறு 
மெய்யெண்கள்‌. எனவே m=—3 என (9)ல்‌ பிரதியிட 

4A+B | 
44-8-0 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. இதன்‌ எளிய அற்பமற்ற தீர்வு 
4-18--4 என எடுத்துக்‌ கொள்ளலாம்‌. 
எனவே (8)-ன்‌ அற்பமற்ற தீர்வு 
ன்‌... 
= இகத | (10) 
y=—4e*' 
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| 24-8-0 

இது போலவே m=2 எனில்‌ (9) லிருந்து 1дд 4-0 
என்க்‌ கிடைக்கும்‌. இதன்‌ எளிய அற்பமற்ற தீர்வு 4-1,8-1 
என எடுத்துக்‌ கொள்ளலாம்‌.192-எனவே(8)- ன்‌ அற்பமற்ற தீர்வு 
21520 y 

р х 4 


„2t 
| e 


மேலும்‌(10) மற்றும்‌ (11) ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத 
தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌.எனவே (8)-ன்‌ பொதுத்தீர்வு 
x=ce" +e e" 
(у= 466 tie” 
ஆகும்‌. : 
இரண்டாம்‌ வகை தீர்வுகள்‌:/, மற்றும்‌ m, என்பன 
இரு வேறு கலப்பு(கற்பனை) எண்கள்‌ என்க. அவை 
atib, b0 என்ற வடிவில்‌ இருக்கும்‌. எனவே லிருந்து A 
மற்றும்‌ В ஆகியன கற்பனை எண்களாகும்‌. எனவே 
А= А +14, என்வும்‌ B=B +B, என்வும்‌ எழுதலாம்‌... 
இப்போது и = q + 10. எனில்‌ 
Ч s = (A, +14, Је > хоо (4, г iA, jeu (12) 
у= (B +B je p= (B +18,)е 1 
என இரண்டு தீர்வகள்‌ கிடைக்கின்றன்‌. அதாவது 
| [x = (4+2, jene" = (4 +24, а (cos bt + isin bt 
p= (B, +18, )е®е® = (2, +1В, Je“ (cosbt+ isin bt) 


அல்லது 


(13) 
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veer [( A, cosbt— A, sin bt)+i{ A sindt + A, ௦0557) | 
| yag” | (B; cos bt — B,sinbt)+i(B, sin bz + B, cos bt) | 


மெய்யெண்‌ கெழுக்களைக்‌ கொண்ட ஒரு இணை 
கற்பனை சார்புகள்‌ சமன்பாடு MSG தீர்வு எனில்‌ அவற்றின்‌ 
இரு மெய்பகுதிகள்‌ மற்றும்‌ இரு கற்பனைப்பகுதிகளும்‌ (புன்‌ 
மெய்த்தீர்வுகளாகும்‌. இதிலிருந்து அறிவது என்னவெனில்‌ 
(13)லிருந்து சமன்பாடு (8) க்கு 
x= e“ (A cosbt— A, sind) (14) 
y =e“ (Bi cosbt — В, 867) 
மற்றும்‌ 
x= e“ (A sinbt + A, cosbt) (15) 
у=е“(В sinbt +B, cosbt) 
என்ற இரு மெய்யெண்‌ தீர்வுகள்‌ கிடைக்கின்றன. மேலும்‌ 
இந்த இருதீர்வுகளும்‌ ஒன்றையொன்று சாராதவை. எனவே 
சமன்பாடு (8) ன்‌ பொதுத்தீர்வு 


х=е“ С (4 cos bt — A, sin bt) +с; (4 sin bt + A, cos bt) | 46) 
| y=e*[e,(B,cosbt—B,sinb)+c,(Bsinbt+B,cosbr)] |) 


எடுத்துக்காட்டு 2 பொதுத்தீர்வைக்‌ காண்‌, 


Ф 4-25 
а (17) 


1 EE 
---5х42) 
dt i 
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x= Де" | | 
தீர்வு: 1 у j Be™ எனில்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு (17)ன்‌: 


துணைச்‌ x | சமன்பாடு 
(4-т)4-28-0 
МАЙ: m) B= 0. alo hg 


sipuyéeuwerun í) 
4-m —2 
5 2-m 








т!-6т-18-0. இதன்‌ தீர்வுகள்‌ 3:13 ஆகும்‌. அதாவது 


х-(4-44, ) 4” 
-(4-44,)е "7 
 =(4Ą +i4,)e” (cos3t +isin3!) 
y=(B, +1B, ye” y 
=(B, +18, ye" 3% 


= (В, +iB,)e” (cos3t +íisin3t) 
அதாவது 


322012 (4, 0083 - A, sin3t)+i( A, sin 3+ A, 00537) | 
y =e" | (B. cos3t—B, sin3t)+i(B; sin3¢+ B, cos 37) | 
ஆகும்‌. மேற்கண்ட தீர்வுவிருந்து: 


3-௪” (A,cos3t— A, sin3t) 
y =e" (B, cos3t — В, sin3?) 


மற்றும்‌ 
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x =e" (A sin3¢+ 4, 00537) 
y =e" (B, sin 3¢ + B, ¿os3t) 
என்ற இரண்டு மெய்த்த tase கிடைக்கின்றன. 
இத்தீர்வுகள்‌ இரண்டும்‌ ஒன்றையொன்று சாராதவை. என்வே 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டு தொகுப்பின்‌ பொதுத்தீர்வு 
x = е?ї [с (4, cos 3t— A, sin 3t) TE (4 sin3t + A, cos 31) | 
у= е" [c (B,cos3t—B, sin3r) +c, (B sin3t-+B, cos3t) ] 


m=3+13 எனில்‌ | | 
(4 -(3- i3) |A- 2B =0 


54-(2-(3-13))В-0 
இங்கு. 4=2,В=1 என்பது ஒரு எளிய தீர்வு. 
எனவே 
ВЕ BSA = A= 
Boe, 2p EB 
எனவே பொதுத்‌ தீர்வு 
x =e" [ 22 соѕ37+ 2с, sin 31] | 
y=e"[e,(cos3t+3sin3t)+c, (sin3t—3cos3t) | 
மூன்றாவது வகை தீர்வுகள்‌: 777, =m, என்க. இதனால்‌ 
[x= Ae" 
| у= Ве"! 


` 
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ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத தீர்வுகள்‌ அல்ல. என்வே 


cok бүгж 
| x= Ae (18) 
y= Ве 


என்ற ஒரே ஒரு தீர்வு மட்டும்‌ உண்டு. இரண்டாவது 


சாராத தீர்வு 
|*= Ate" 
у = Ве" 


நாம்‌ : 
[= (4 +4)" 

E =(B, +.B;t)e™ (19) 
என்ற வடிவிலான இரண்டாவது தீர்வையும்‌ 


= oe Ae” + €, (4, + A,t)e™ 


| | 20 
y= e Be" FG, (B, + B,t)e™ = 


என்ற: பொதுத்தீர்வையும்‌ எதிர்‌ நோக்குவோம்‌. இங்கு 


(19)-ன்‌ மூலம்‌ А,, 4,, B மற்றும்‌ Р, ன்‌ மதிப்புகளை அறியலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 3: பின்வரும்‌ சமன்பாட்டு 
அமைப்பைத்தீர்‌. 


(21) 
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தீர்வு எனில்‌ 
(3-—m)A—4B = 0 (22) 
A+(-1-m)B=0. 
(22) லிருந்து துணைச்சமன்பாடு m —2m+1= (m - iy (g 
எனவே துணைச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு m, =m, -1. 
m=] எனில்‌ (22) ஆனது 
2A-4B=0 
4-28-0 
இதிலிருந்து A=2,B=1 என்ற. எளிய. தீர்வு கிடைக்கும்‌. 
“= Ав" = 2e' 
y=Be™ =e 
என்று ன்‌ பூச்சியமற்ற தீர்வு ஆகும்‌. நாம்‌ 
|х-(4444)г (24) 
|y =(B, + Bt) 
என்ற வடிவிலான, முந்தையத்‌ தீர்வைச்‌: சாராத தீர்வைக்‌ 


(23) 


-197- காண வேண்டும்‌. 
(24) ஐ ija பிரதியிட 
(4 + At + A,)e’ =3(A + Aye’ —4(B; +B) 
(B, + Byt +B, je’ =(4,+At)e’ —(B, + Bz)e' 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. அதாவது 
(2A, -—4B, )f+ (2A, – 4, —4B,)=0 
(A, - 2B, )t+ 4 -2B, - В, =0 
எனக்‌ கிடைக்கிறது. மே ற்கண்டவற்றின்‌ கெழுக்களை 
இருபுறமும்‌ சமப்படுத்த 
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2A, АВ, =0;2A, – А, —4B, =0 
A, ~2B, =0; 4, -2B,~B, =0 
எனக்‌ கிடைக்கிறது. மேலே உள்ள சமன்பாடுகளில்‌ 
24, -4B, -0,4,-2В, =O என்பதிலிருந்து A, =2,B,=1 
எனவும்‌ 24-4,-49-0) அதாவது 4-28-8,-0 
என்பதிலிருந்து A =0,В =0 எனவும்‌ கிடைக்கிறது. 
இம்மதிப்புகளை (24ல்‌ பிரதியிட 
х = (1 +2t)e' (25) 
y=te' | 
என்ற இரண்டாவது தீர்வு கிடைக்கிறது. எனவே 
பொதுத்தீர்வு ФА 27 
x= 2e ë! +c, (i+ 2t)e" 
| 37-௦2 -сдє 
ஆகும்‌. 
பயிற்‌ 81-18 
1. பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ பொதுத்தீர்வுகளைக்‌ காண்க. 


(a) —— = -3Х +4y 


18 


=—2x+3y 


(b) ` 


T ன்‌ 


818 а 


=-х+3у 
(c) 


АБР —3y 


a = Bx 6y 


ын he 
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(a) = =x—4y 
dy 


சமன்பாடு (1) 6751 இரு ஒன்றையொன்று சாராத 
வடிவிலான: தீர்வுகளை கொண்டிருக்க ௭2, > О 
என்பது போதுமான நிபந்தனை ஆனால்‌ தேவையான 


நிபந்தனை அல்ல என நிரூபி. 


தீர்வுகள்‌ (15) மற்றும்‌ (168r ரான்ஸ்கியான்‌ 
W (t)=(4B,-B,A,)e" எனவும்‌ AB, — B, Á, *0 எனவும்‌ 
நிரூபி. 
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ர-வரிசை ஒரு படித்தான சமன்பாடுகள்‌ 
(Homogeneous Equations of order и) 
இரண்டாம்‌ வரிசை ஒரு படித்தான்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
(The second order homogeneous equations) 
L(y)=y'+ay+a,y=0 x 02) 
என்பன மூறையே முதல்‌ வரிசை, இரண்டாம்‌ வரிசை 
வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌. இப்போது சமன்பாடு (ஜப்‌ 
பற்றிப்‌ பார்ப்போம்‌. இங்கு. aa, ஆகியன மாறிலிகள்‌ ஆகும்‌. 
Bg இரண்டாம்‌ வரிசை ஒருபடித்தான சமன்பாடு என்போம்‌, 
முதல்‌ வரிசை சமன்பாடு y+ay=0 என்பதில்‌ உள்ள M- 
ஆனது M+a=0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு ஆகும்‌. е" 
என்ற சார்பின்‌ எந்த வரிசை வகைக்கெழுவும்‌ அதன்‌ மாறிலி 
பெருக்கலாகவே அமையும்‌ என்பதால்‌( இங்கு m- மாறிலி), 
ஏதோ தகுந்த 7-ன்‌ மதிப்புகளுக்கு em ஆனதுசமன்பாடு 
என்று இங்கு முயன்று பார்ப்போம்‌. y = me", у" = те" 


என்பதால்‌ 
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m° +amt+a,=0 எனில்‌ ஆனது சமன்பாடு (ன்‌ தீர்வு 
ஆகும்‌.ர2 +am+a, என்பதை சிறப்புப்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவை 
எனவும்‌ அழைப்போம்‌.” + am + a, என்பதை (17) எனக்‌ 


குறிப்பிட்டால்‌ சமன்பாடு (லிருந்து 
L({e™)=P(m)e™ (3) 


P(m)க்கு இரு தீர்வுகள்‌ உண்டு. 
அதனை, மற்றும்‌ 777, என்போம்‌. m, Tt, எனில்‌ L(y)- 
SGe™ மற்றும்‌ 2" ஆகியனஇரு வெவ்வேறு தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. 
m, = ht, a otis 1(у)-56 இருதீர்வ களைக்‌ காண்‌ முடியும்‌. 
Р(т) 8365) 191:--01 என்பது ஒரு இரட்டை தீர்வு (root of multiplicity 
two) என்பதால்‌ 


Р(т,)-Ош рэн» Р” (т, )-0 
ஆகும்‌. எனவே B m ஐப்‌ பொறுத்து வகையிட 


2(Цет )-42 om |=1(xe™). 
இதனால்‌ L(xe™)=| P'(m)+ xP (m) | om 


இப்போ து 777-777, எனில்‌... (xe) =0 aah கிடைக்கிறது. 
இதிலிருந்‌ துதெரிவது என்னவெனில்‌ 777, = 777, எனும்போது yem — 
b ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. இதனை பின்வரும்‌ தேற்றத்தின்‌ 
வாயிலாக விவரிக்கலாம்‌. 
தேற்றம்‌ A: L(y)=y't+tay+ay=0 என்சு. 
இங்கு 4, மற்றும்‌ ஐ ஆகியன மாறிலிகள்‌. இச்சமன்பாட்டின்‌ 
சிறப்புச்‌ suocunpP(r)=r+ar+4,=9% இரு வேறு 
மூலங்கள்‌ 7 மற்றும்‌ 7, எனில்‌ 
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(х) =, (x)= e> 3 உடு 
என்ற சார்புகள்‌ L (y) = 0 ன்‌ தீர்வுகளாகும்‌ - என்பது 
இரட்டைத்தீர்வு எனில்‌ | எ வில்‌ 
А) (0) зе" aa 
என்பன ம்‌ (y) -0-ன்‌ மூலங்கள்‌. 
இனி £(9)-0-ன்‌. எல்லா தீர்வுகளையும்‌ கணிப்போம்‌. 
இச்சமன்பாட்டின்‌ எந்த ஒரு தீர்வும்‌, m + m, எனில்‌; (4)ஆல்‌ 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள A (x), ф, (x) ат நேரியல்‌ சேர்க்கையாகவும்‌, 
m =m எனில்‌ (5)ஆல்‌ \ 
கொடுக்கப்பட்ட நீ (х), ф, (х) -ன்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கையாகவும்‌ 
இருக்கும்‌. с, С, என்பன ao — மாறிவிகள்‌ 
rats. h =C A +C h, எ னில்‌ x 


L (é) 7 (கற்‌ +06) | 
= (с É + сф) +a (cé + с,ф,) +a, (cÁ +е,ф,) 
=c tep +асф + саф, +a,c À +а,с:ф, 
= (த + ag + ag, )+ с, (ஜீ +a, + а,ф,) 
=eL(éá)+c,L (Ф) 
== (1) 


aa ó =c ñ +e pbl (yji தீர்வு ஆகும்‌. 
குறிப்பாக எல்லா X -க்கும்‌ஜீ(2)- O எனில்‌ என்பது 
Щу) ат அற்பத்தீர்வு ஆகும்‌ , 
எடுத்‌ துக்காட்டு 1: தீர்க்க: у” Зуг-2 у-0 
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தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புச்‌ சமன்பாடு 
P(m)=m’ +m-2=0 

சிறப்புச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌: = -2 மற்றும்‌ $, -1 

m, + m, என்பதால்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுகள் ஜ்‌ (x) =e “மற்றும்‌ (x)=. மேலும்‌ இதன்‌ 
பொதுத்தீர்வு 

óé(x)=<ce “422”. 

எடுத்துக்காட்டு 2: தீர்க்க: у +16у = 0 
தீர்வு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ சிற்ப்புச்‌ சமன்பாடு 

Р(т)= т? +16=0 

சிறப்புச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீ ர்வுகள்‌ +4] . 

எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுகள்‌ ஓ (x)= e** மற்றும்‌ p (x)=. மேலும்‌ இதன்‌ 
பொதுவான த்தீர்வு 

@(х) = се tee”. 
எடுத்துக்காட்டு 3 8755 у -8y +16у= 0 
தீர்வு: 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புச்‌ 
சமன்பாடு P(m) =p? —~3m+16=0. இச்சம ன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுகள்‌, = m, = 4. எனவே கொடுக்கப்பட்டச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுகள்ஜ்‌ (x) =", த(2)-2௪”.மேலும்‌ இதன்‌ பொதுத்‌ 
தீர்வூதி(2) = се + குச” 
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ந. 2. Liy 


(Homogeneous equation of order n) 
 L(y)= tay ray” +40 pray இ 
இங்கு 0,4, G... A, என்பன адал 1(у)-0 
என்பது п- வரிசை ஒருபடித்தான சமன்பாடு எனப்படும்‌. 
இரண்டாம்‌ வரிசை சமன்பாட்டுக்கு e”? ஒரு தீர்வு என்று 
கண்டது போல (ஒன்‌ தீர்வைக்‌ காண்போம்‌. 
L(e™ )-Р(т)е” (7) 
இங்கு. P(m)=m" +am""+am"? +...+a -0 என்பது 
Lo சிறப்புச்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌. Р(т) ஒரு தீர்வு 
HN எனில்‌ Le Е 0. ааба ет என்பது Ё(у)=0 or 


தீர்வாகும்‌. இது போலவே. 194) என்பது முறை P (m) ன்‌ தீர்வு 
எனில்‌ (௦0% of multiplicity of 74 ) 


P(m,)=0, P'(m,)=0, ,P"(m,) =0,---, PW (m )= 0 


Sk முறை mM ஐப்‌ பொறுத்து வகையிட 


Tee r SA | 
=| PO (и) (mje н (2) (тух? СЕТ 223 


К-0,1,2,3,-- „(о =) 


аа К ЕЭ = L{x*e™*) 


Әт? Әт" 
இதிலிருந்து தெரிவது என்னவெனில்‌ 
xP em ஆனது L(y) = :0-ன்‌ தீர்வாகும்‌, இதனை பின்வரும்‌ 


தேற்றமாக கூறலாம்‌. 
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தேற்றம்‌ 8 
கரடி ர PODS தீர்வுகள்‌, 
இங்கு (rn 57, 47, 4-3 = п) எனில்‌ பின்வரும்‌ 77 சார்புகள்‌ 


е; yem yem . a £5 x’ Зол 


em ; хе", xe”, ..., x? lena 


n... bas wats Kot Бо Tee bb. a bb. dbs b b. dd. 


2(2)-0ன்‌ தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. 
தேற்றம்‌: ௦ 
முந்தைய தேற்றம்‌ (В) ல்‌ கொடுக்கப்பட்ட 1(у)-06 
77 தீர்வுகள்‌ எந்த ஒரு இடைவெளியிலும்‌ ஒன்றையொன்று 
நிருபணம்‌ 
ஒரு இடைவெளி ரமீதுத்‌,த்‌,---,ற்‌, என்ற. சார்புகள்‌, 
எல்லா ௦,5,,---,2. களும்‌ ஒரே நேரத்தில்‌ பூச்சியமல்லாத 
போது, 
ф(х) +, (x) +---+6,9, (4) =0 
எனில்‌ அவை அந்த இடைவெளி J மீது ஒன்றை ஒன்று 
சாராத தீர்வுகள்‌ என்போம்‌. 
முடிந்தால்‌ с, (1௪1,2,--,5,/௪0,1,2,---7 -1) என்ற 
74 மாறிலிகள்‌ இடைவெளி 1 மீது 
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5 7-1 


2,2 бүсе"--0 டு 

12 

என இருப்பதாகக்‌ கொள்வோம்‌. இப்போ து ஒரு நிலையாக 
குறிப்பிட்ட நன்‌ ஒரு மதிப்புக்கு ஐ Jsa கூடுதல்‌ 
காண 


n-i 


7(2)- 288 хү, 
/-0 


அல்லது E (x) என்பது” _ ன்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோலை 
குணகமாகும்‌. எனவே | ст மீது 

P (x)e™* +P, (x)e™ க +P (x)e™ -0 (9) 

முடிந்தால்‌ எல்லா யும்‌ பூச்சியம்‌ அல்ல என்போம்‌. 
இதனால்‌. குறைந்தபட்சம்‌ ஒரு: P — ஆவது சீ-ன்‌ மீது 
முற்றிலும்‌ பூச்சியமாக இருக்காது. தேவையானால்‌ 
மூலங்கள்‌ 172, - களை மறுவரி.சைப்படுத்தி 


(relabeling) Р ஆனது முற்றிலும்‌ பூச்சியமல்ல என்போம்‌. 
எனவே (9)விருந்து, Есті зу 


АО) (о அல்கி ар (х) ப. 
| (10) 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. (10)әр போதுமான அளவுக்கு 
பலமுறை(அதிகபட் சம்‌ 77) முறை) வகையீடு Aes P (x) ஐ 
பூச்சியமாக குறைக்கலாம்‌. இந்த முறையினால்‌, (98755568 
பெருக்கும்‌ பலலுறுப்புக்‌ கோவையின்‌ படி மாறாது. 
அதுபோலவே எந்த ஒரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவையின்‌ 
பூச்சியமாகாத்‌ தன்மையும்‌ மாறாது. இப்போ து 


О, (x)e m) +Q, (x) em kx ieee Q: ( х) -0 
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அல்லது Si | | | 
Q (х)ет +0, (х) 0, (х) ете =0 

என்ற விரிவாக்கம்‌ கிடைக்கும்‌ இங்கு O என்பன f- ot 
மீது 0620, =йерРаат உள்ள, முற்றிலும்‌ பூச்சியமாகாத 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளாகும்‌. இம்முறையை தொடர்ச்சியாக 
செய்வோமானால்‌ இறுதியாக _- sues | | 

R. (x) 2-0 | | (11) 

என்ற வரிவாக்கம்‌ கிடைக்கும்‌. இங்கு J-A aR, 
என்பது, -466-Р, என உள்ள, முற்றிலும்‌ பூச்சியமாகாத 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவையாகும்‌. gh” > 0 என்பதால்‌ (11) விருந்து 
R (2)-0எனக்கிடைக்கிறது. அதாவது £ல்‌ எல்லா க்கும்‌, 
R (x)=0 ஆகும்‌. இது ஒரு முற்றிலும்‌ பூச்சியமாகாத 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவை என்பதற்கு: முரணானது. எனவே ன்‌ 
எல்லா உக்கும்‌ р (х)=0 ஆகும்‌. மேலும்‌ எல்லா g, =Ü ஆகும்‌. 
எல்லா бу- களும்‌ பூச்சியம்‌. என்பதால்‌ வரையறைப்படி 
எல்‌லா-தீர்வுகளும்‌ ஒன்றையொன்று சாராதவை ஆகும்‌. 
இதனால்‌ தேற்றம்‌ நிருபணமாகிறது. 

0,946, என்பன ஏதேனும்‌ மாறிலிகள்‌ மற்றும்‌ 
இடைவெளி for மீது hpo a என்பன L(y)= 086 
m தீர்வுகள்‌ எனில்‌ 


ó =c +p, +-- + G, ó, 
என்பதும்‌ ரீன்மீது L(y)=056 ஒரு தீர்வு ஆகும்‌. 
எடுத்‌ துக்காட்டு 1 தீர்க்க: y" —3y' +2y = 0. 
தீர்வு 
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акабаи наон எதி 
சமன்பாடு -3m+2= о அகும்‌, ்‌ இச்சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுகள்‌ m, = Am, =1,m, = =2, அதாவது 1இருமுறை வரும்‌ 
தீர்வுஇரட்டைத்‌ தீர்வு), ஆகும்‌... எனவே Эм Чэ 


சமன்பாட்டுக்கு 
e sxe” ‚е? 


ஆகியன ஒன்றையொன்று சாராத மூன்று திகள்‌ - ஆகும்‌. 
மேலும்‌ சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்‌ தீர்வு 


| уе! +сухё +c, Ес 
=(qte ши +c e 
ஆகும்‌. ங்கு cuy e ஆகியன மாறிலிகள்‌ 
எடுத்துக்காட்டு. 2 Pike y” -5У + 6y'= 06 


эбе கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ ்‌ சிறப்புச்‌ 
as m° — 5m? + 6m = 0. இச்சமன்பாட்டின்‌. தீர்வுகள்‌ 
=0,m, =3,m, = 2. எனவே | த்‌ 2 என்பன 


த anug தர்வுகன்‌. ஆகும்‌. என்வே 
பொதுத்தீர்வுத்‌(2) = о tee” Tae “இங்க 2, ~ 
ரீ எடுத்துக்காட்டு. 3 தர்க்க -8у= 0 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ சிறப்பு 


சமன்பாடு.ஃ,3 — 8 = 0: இச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ | 


A Б. 


m = 2,7, 5 75 5 
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2 வி. ப | еа 

எனவே е? е a 2-5 என்பன கொடுக்கப்பட்ட 

சமன்பாட்டுக்கு. ஒன்றையொன்று. எத தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. 
Ч 88, 1-48, 


எனவே பொதுத்தீர்வு 8(5)- = ae +0 а 1௬௪ 222 





.... ஆக்‌ 


இங்கு. 4,64; ஆகியன மாறிவிகள்‌ 

எடுத்துக்காட்டு 48088 y ту" +275": _27y= 0 

தீர்வு கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புச்‌ 
சமன்பாடு m -9m +27m—-27=0. இச்சம்ன்பாட்டின்‌ 
மூலங்கள்‌ т =m, =m,=3 . அதாவது 3என்பது மூன்று 
முறை வரும்‌ மூலம்‌ . (multiplicity of three). 
எனவே“, ஐச”, ye?” ஒன்றையொன்று சாராத தீர்வுகள்‌ ஆகும்‌. 
பொதுத்‌ தர்வு y= де” ехе? РСХА ச்‌ > G|, Co, Cs என்பன 
மாறிலிகள்‌... 

ப்பிற்கி: 19 

1. பின்வரும்‌ | சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்க்க. மேலும்‌ 

பொதுத்தீர்வை எழுது. 

(a Sp" +2y'=0 

௫) у”-4у-5у-0 

6) y'+Gi-l)y’-3iy =0 | 
2, பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்த்து பொதுத்‌ தீர்வை 

கர்ண்க, | 

(а) yo +100y=0 

௫ у9-16у-0 

(cy) у”-3у-2у-0 

(8) уб +5y"+4y=0 
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AVS- v 





அத்தியாயம்‌. 20 








"மூலங்கள்‌ இருத்தல்‌ மற்றும்‌ தனித்தன்மை i 


Existence апа uniqueness of solutions ис 


முதல்வறிசை வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ பொதுவான 


2 ХУ =0 
хий) 

இவ்வகை. சமன்பாடுகளுக்கு ஒரே ஒரு எதேச்சை 
மாறிலியைக்‌ எய்ட்‌ தீர்வு உண்டு. இருப்பினும்‌ x 


a) 
Е ae 


என்ற்‌ J வகைக்கெழு சமன்பாட்டுக்கு 
ப்‌ இல்லை, மற்றும்‌ 


| dy Y. 2 5 
1--| +y =0 
⁄ [a Цаг 
என்ற. மூதல்வரிசை வகைக்கெழு சமன்பாட்டுக்கு ஒரே 
ஒரு. தீர்வு y= “அடும்‌, இத்தீர்வில்‌ மாறிலிகளே த 
இப்போது 


ядсан | 


0. a 220) 


என்ற. சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ Озава. 
இங்கு 7 (х, у)‹ எனற. எதேச்சை மயல்‌ Yo) என்ற புள்ளியின்‌ | 
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அண்மையில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட து மற்றும்‌ 
தொடர்ச்சியுடையது. சமன்பாடு (1) ஆனது முதல்‌ வரிசை 
வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ தொடக்க நிலை மதிப்பு 
அல்லதுஆரம்ப மதிப்பு கணக்கு. (Initial value problem of first 
order differential equation) என்ப்படும்‌ . 

தொடர்ச்சியான தோராய மதிப்பு முறை 

(The method of successive approximation) 


சமன்பாடு (1)ஐ நிவர்த்தி செய்யக்‌ கூடிய தும்‌,(%, Vy) என்ற 
புள்ளிவழிச்‌ செல்வதுமான y= f (х) என்ற சார்பை காண 
முற்படுவோம்‌. இம்முறை மற்ற முறைகளிலிருந்து முற்றிலும்‌ 
மாறுப்பட்டது. இம்முறையில்‌: முக்கியமரன விஷயம்‌ என்ன 
எனில்‌ தொடக்க மதிப்பு கணக்கு (1)ஐ அதற்கு. பின்வரும்‌ 
சமானமான தொகையீட்டு சமன்பாடாக எழுதலாம்‌, 


y(x)= y, + | flt y(i) Jae (2) 


மேற்கண்ட கனல்‌. ஐ தொகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு 
என அழைக்கக்‌. காரணம்‌ தெரியாத சார்பு தொகையீட்டுக்‌ 
குறிக்குள்‌ இருப்பதாலேயாகும்‌. у(х) என்ப து சமன்பாடு (ன்‌ 
தீர்வு என எடுத்துக்கொண்டால்‌ அது தானாகவே 
தொடர்ச்சியான சார்பாகிறது. மேலும்‌ 

У()-7|х»09| 

என்ற சமன்பாட்டின்‌ வலப்புறத்தில்‌ உள்ள சார்பானது 
Х-60 தெரடர்ச்சியான சார்பாகிறது. மேலும்‌ இதனை, - லிருந்து 
X வரை தொகையிட்டு у(х) = yo என எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌, 
விளைவு சமன்பாடு (2) ஆக மாறுகிறது. அதாவது у(х) என்பது 
சமன்பாடு (1)-ன்‌ தீர்வு எனில்‌ அது சமன்பாடு (2)க்கும்‌ 
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தீர்வாகிறது. இதுபோலவே у(х) என்பது சமன்பாடு (2)-ன்‌ 
ஒரு தொடர்ச்சியுடைய தீர்வு எனில்‌ y(x)=x. 
ஏனெனில்‌ х = х, எனும்‌ போது தொகையீடு பூச்சியமாகிற்து, 
பிறகு அதை வகையீடு செய்ய y' (x)= f| 2,712) | 
கிடைக்கிறது. அதாவது y(x) ஆன துசமன்பாடு (2)-ன்‌ தீர்வாக 
இருந்தால்‌ அது சமன்பாடு (1)க்கும்‌ தீர்வாகிறது. சுருக்கமாக 
கூறினால்‌ சமன்பாடுகள்‌ (1) மற்றும்‌ (2) ஒன்றுக்கொன்று 


சமானமான சமன்பாடுகள்‌ ஆகும்‌. 


இனி சமன்பாடு ஐ படிப்படியான முறை (iteration process) 
யைப்‌ பயன்படுத்தி எவ்வாறு தீர்ப்பது எனப்தைப்‌ பார்ப்போம்‌. 
அதாவது சமன்பாட்டுக்கு ஏதோ ஒரு தோராய தீர்வை 
எடுத்துக்‌ கொண்டு அத்தீர்வை படிப்படியாக எவ்வாறு 
சமன்பாட்டுக்கு முழுமையான்‌ தீர்வாக (exact solution) 
உயர்த்துவது என்பதைப்‌ பார்ப்போம்‌. 

%(*)=%என்ற மாறிலிச்‌ சார்பை தீர்வின்‌ தோராய 
மதிப்பாக எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. இங்கு Vy (x)= Yo என்பது 
(5,5) என்ற புள்ளி வழியாக செல்லும்‌. கிடைமட்ட 
Gan)\(horizontal line) ஆகும்‌. இந்த தோராய மதிப்பை 
சமன்பாடு (2)-ன்‌ வலப்புறத்தில்‌ சேர்த்து எழுதுவோம்‌. 
இதனால்‌), லிருந்து у என்ற புதிய தீர்வை (3%-லும்‌ சிறந்த 


у(х) =, + | (у) 
Xp, 
இதற்கடுத்த படியில்‌ у (2) ஐப்‌ பயன்படுத்தி у, (х) என்ற. 


у -ஐக்‌ காட்டிலும்‌ சிறந்த தோராய மதிப்பினை முன்பு 
போலவே காண முடியும்‌. 
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y,(x)=y, +[f(»)at : 
Хо 
இம்முறையில்‌ У ஆவது படியில்‌ | 
(0-2, +] G Po) dt (3) 
ху 


எனக்கிடைக்கும்‌. | இந்த முறையை பிக்கார்டின்‌ 
தொடர்ச்சியான தோராய மதிப்புகள்‌ முறை (Picard’s method 
of successive approximation) என்போம்‌.. இம்முறையை பின்வரும்‌ 
எடுத்துக்காட்டுகள்‌ முலம்‌ விளக்குவோம்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 1: у= y,y(0)=1 என்க. 
இச்சமன்பாட்டுக்கு. y=e என்பது: வெளிப்படையான தீர்வு 
(obvious solution} ஆகும்‌. எனவே இச்சமன்பாட்டுக்கு 


இணையான தொகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு 


у(х) டர்‌ EOE 


-14 [ya 


Xp: 
ஆகும்‌. பிக்கரர்டின்‌ தொடர்ச்சியான தோராய மதிப்புகள்‌ 

முறைப்படி. й 

У a(x )= Four | J (i, Уул (7 ) dt 
Хо 
771 எனில்‌ x 
1-7 2 (jat 
0 
-1-| -4-1-х 
0 
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y, =1+ fy, (t)dt=1+ | (147) 
9 0 


=] +x+— 


Xj 2° 
= யுக? 
ok 2 


2 த 

: | ம தல ம x” | | 

இதுபோலவே, திக்‌ T எனக்‌ காணலாம்‌: 
(1. - ” 


இந்த தொடர்ச்சியான தோராய மதிப்புகள்‌ முழுமைத்‌ 
தீர்வுக்கு குவியும்‌ (ஒருங்கும்‌). அதாவது இந்த பகுதி 
கூடுதல்‌:க:ளின்‌ தொடர்‌ ех ன்‌ பகுதி கூடுதல்களின்‌ 
தொடராகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 2 

தீர்க்க: y'=x+y,y(0)=1 | 

| +y; YO) (4) 

Shey y'— y =x 

இச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு у--х-14с 5, 

х-0,у-1 எனில்‌ ௨-2 

йг தீர்வு y=-x-1+2e~* 
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கொடுக்கப்பட்ட வகைக்கெழு சமன்பாட்டுக்கு 


இணையான தொகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு 
е fro) 
le 
மேலும்‌. 2 | 
(=m +]7 a= fir Oat 
பிக்கார்டின்‌ முறைப்படி _ x 
у(х) =» “ен Yy(t))at 


ч பக 2 
2141(1-1)0 =1+4. is Sit py Beds kada 
1 பக்‌ 2 Л 21 


Y_{x) = 1+ fas 10) dt 


и 
ож1411141444--14 
енна) 


3 
=]+x+ +> 
3! 


| : С | -a 
J, (xy=1 Ч ++ E) dt 


\ a 4 
=l+x4x? 118673 
3 4! 
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3 4 
| Xr. YX > . 


பொதுவாக 





4527 n n+l 
nela ee s 
ட 31 nt) (48441) 
மேலே உள்ள்‌ சமன்பாட்டின்‌ வலப்புறத்தில்‌ உள்ளது 
1+х+2(е* -х—1)+0= 20 —x-146 ஒருங்கும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 3 x 
У-у, yO)=laarp தொடக்க மதிப்பு 
கணக்கில்‌ y (x), y, (x), у(х) ஆகியவற்றைக்‌ கண்டுபிடித்து 
முழுமைத்‌ தீர்வுடன்‌ ஒப்பிடு. 
தீர்வு 
2127 
х+е 





y = угаан சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு Y= 


rs тын 14-х--х7 + «1 


என்பது முழுமைத்‌ தீர்வு. இப்போது பிக்கார்டின்‌ 
முறைப்படி தீர்வின்‌ தோராய பதிப்புகளைக்‌ காண்பேரம்‌. 


[முல்‌ -14 уда 
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y, (x) =1+ [Ons Су а 
0 et 
pe e a 273 (yO) а 
=14+far=1+x 
F 
y, =14 (WO dt 
9. 
55 +fa +t) dt 
0 
Л d +x) 24 
oe 


| уЗ | а. 
=] 5-0 х +x=14x4+x7 +— 


5 n=) றில்‌ +— E) dt 


0 


5: & x: 
1 ч нээнэ шинэсэн 
இத இழு 


1 5 
= “эе terana ++ OTER = Na 


Зо : 
=l+x+x?4+x° Ee அம்‌. 23 


3 9 83 
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பயிற்சி-20 


У =2x(1+ y), у(0) = 0 என்ற வகைக்கெழு சமன்பாட்டின்‌ 
முழுமைத்‌ தீர்வைக்‌ காண்க. மேலும்‌ பிக்கார்டின்‌ 
முறைப்படி 909,309. மற்றும்‌ 
у(х) ஆகியவற்றைக்‌ காண்க. இவற்றைமுழுமைத்‌ 
தீர்வுடன்‌ ஒப்பிடுக. 


தீர்க்க 


9) J'=x+y,y()=1l+x 


பின்வரும்‌ தொடக்க மதிப்பு கணக்குகளை தீர்க்க. 
а) y'=x+,y(x)=e 


2) J =x+y,y @)=cosx 
c) Y=x+y, yii) =+ 
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அத்தியாயம்‌ 21 








பிக்கரர்டின்‌ தேற்றம்‌ 
(Picard’s Theorem) 

பிக்கார்டின்‌ தொடர்ச்சியான தோராய மதிப்புகளின்‌ 
முதன்மை மதிப்பு அது வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
கொள்கைக்கு அளிக்கும்‌ பங்கில்‌ அடங்கியுள்ளது. இத்தகைய 
பங்களிப்பு பின்வரும்‌ தேற்றத்தின்‌ மூலம்‌ தெளிவாகக்‌ 
காட்டப்படுகிறது. 
தேற்றம்‌ (பிக்கார்டின்‌' தேற்றம்‌) 


அச்சுகளுக்கு இணையாக. பக்கங்களைக்‌ கொண்ட மூடிய 


செவ்வகம்‌ இன்‌ மீது J (x, y) மற்றும்‌ а மற்றும்‌ V 
ல்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ என்க. (Хо, Уу) என்பது இ-ன்‌ 
உள்ளே உள்ள புள்ளி எனில்‌ $50என்ற எண்‌ |x—x,|<h 
என்ற இடைவெளி மீது 
y=Jf(x,y),y(x)=x 0) 

என்ற தொடக்க மதிப்பு கணக்குக்கு у = у(х) என்ற ஒரே 
ஒரு தீர்வு அமையுமாறு இருக்கும்‌. 
நிருபணம்‌ 

у= FY), yx) =X 

என்ற வகைக்கெழு சமன்பாடு 


уо) = y + [а уб) (2) 
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என்ற தொகையீட்டுச்‌ சம்ன்பாட்டுக்கு சம்மான்து என்‌ 
நாம்‌ அறிவோம்‌, எனவே (1)ன்‌ ஒவ்வொரு. தீர்வும்‌ (க்கும்‌ 
ஒரு. தொடர்ச்சியுடைய தீர்வாகும்‌. மேலும்‌ (ஐன்‌ ஒவ்வொரு 
தொடர்ச்சியுடைய தீர்வும்‌ (க்கும்‌ | தீர்வாகும்‌. இதிலிருந்து 
நாம்‌ அறிவதுஎன்னவெனில்‌ |x — o| < hadim இடைவெளியின்‌ 
Ap (il ` 6° Ad %& (unique solution) இருந்தால்‌, 
இருந்தால்‌ மட்டுமே அதே இடைவெளியில்‌ (2)- க்கு ஒருமைத்‌ 
தீர்வு உண்டு என்பதாம்‌. இதற்கு. முந்தைய அத்தியாயத்தில்‌ 
பின்வருமாறு வரையறுக்கப்பட்ட, (х) என்ற சார்புகளின்‌ 
| %|%+O” Ë (sequence of functions) சமன்பாடு (2)-ன்‌ 
தீர்வுக்கு ஒருங்கும்‌ என்‌ நாம்‌ காண்பேரம்‌ . 


у(х) = 0 Y 

n= y + | лу) 
xo 

(x) =y + | лода 
% (9) 

у(х) = yo + | F(E, y di x 
Ja (x) = Yo + j FE Ynn Odi 
| xo 
மேலும்‌ y,(x) என்பது 
7094 Dyn) - Ini] = уо) +09 – yG] 


4|»09-3,О0| +--+ 4 [y,(x)- У, 100)]+--: (4) 
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என்ற சரர்புகளின்‌ 'தொடரின்‌ 77-ஆவது பகுதி கூடுதல்‌ 
ஆகும்‌. என்வே (3)ன்‌ : ஒருங்கல்‌ தன்மை: (ன்‌ ஒருங்கல்‌ 
தன்மைக்கு சமானமானது ஆகும்‌. தேற்றத்தை நிவர்த்தி 
செய்ய |х-х,|< என்ற இடைவெளியை வரையறுக்கும்‌ J > 0 
என்ற எண்ணை முதலில்‌ உருவாக்க வேண்டும்‌. பிறகு அந்த 
இடைவெளியின்‌ வறம்‌ வாக்கியங்கள்‌ ஓக கால்‌ 
காட்ட வேண்டும்‌. 
(i) தொடர்‌ ஆனது у(х) என்ற்‌ சார்புக்கு ஒருங்கும்‌. 
cii) у(х) என்பது சமன்பாடு DSS ஒரு தொடர்ச்சியுடைய 
தீர்வு | 
(iii) y(x) என்பது மட்டுமே சமன்பாடு (2&6 
தொடர்ச்சியுடைய தீர்வு அதாவது ஸன்‌ ஒரே ஒரு 
தொடர்ச்சியுடைய தீர்வு . у(х). 
தேற்றத்தின்‌ எடுகோள்கள்‌ бъ 0 என்ற எண்ணை 
உருவாக்க பின்வருமாறு உதவுகின்றன. f (x, y) த்தும்‌ 2 
ஆகிய சார்புகள்‌ இரண்டும்‌ செவ்வகம்‌ R- மீது 
தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ என அனுமானித்துள்ளோம்‌ 
(assumed). ஆனால்‌ R என்பது அதன்‌ எல்லைகளை 
உள்ளடக்கியது. என்ற விதத்தில்‌ அது மூடியது. மேலும்‌ 
வரைம்புடையது. அதாவது மூடிய வரம்புடைய செவ்வகம்‌ 
ஆகும்‌. இதனால்‌ f(x,y) மற்றும்‌ ду ஆகிய ஒவ்வொரு 
சார்பும்‌ ஒ-ன்‌ மீது வரம்புடையவை. அதாவது М மற்றும்‌ k 


என்ற மாறிலிகள்‌ எல்லா (х, у) є Rக்கும்‌ 
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 /@;y)|sM (5) 
மற்றும்‌ 
fs | ©) 
என்றவாறு 'இருக்கும்‌. 
இப்போது X மதிப்புகள்‌ சமமாக உடையதும்‌ R-2 ей 
உள்ளதுமான இரு புள்ளிகள்‌ (x,y) மற்றும்‌ (3, эь) எனில்‌ 
சராசரி மதிப்புத்‌ தேற்றப்படி (Mean Value Theorem) 


|у (x, 0-7 (x, 22 ) T el 222 F (7) 
ஆகும்‌. இங்கு У என்பது yj <y < у, என்றவாறு 
“இருக்கும்‌. | x | 
(6) மற்றும்‌ (7) விருந்து ஐ. உள்ள எல்லா (x,y, ) மற்றும்‌ 
(x,y .)- க்கும்‌ | 
(an) f (x,y,)|< kla — y;| (8) 
அதாவது ஒரே செங்குத்துக்‌ கோட்டில்‌: உள்ள நன்‌ 
எல்லா புள்ளி களுக்கும்‌ (8) உண்மை. இப்போது ஐ! என்ற 
இடைவெளியை |x-x என்ற சமனிலிகளால்‌ 
வரையறுத்து fh என்ற எண்ணை 
Kh <1 (9) 
என்றவாறும்‌ [у-у КМ என்பதை இன்‌ 
உள்ளிருக்குமாறும்‌ தெரிவு செய்வோம்‌. (х,у) ன்பது R- 
ன உட்புறத்தில்‌ உள்ள புள்ளி என்பதால்‌ மேற்கண்ட 
நிபந்தனைகளுடன்‌ p ஐ. தெரிவு செய்வது கடினமல்ல. 
விந்நிலையிலிருந்து |х х, |е என்ற இடைவெளி மீது நமது 
கவனத்தை நிலை நிறுத்துவோம்‌. 
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முதலில்‌ (i) ஐ. நிருபிப்போம்‌. (1) ஐ. நிருபிப்பதற்கு பதில்‌ 
| хС91-51ж09- y (X) |+ | y, (x) HOI + 

+|y,G)- y, @) |+: 
ஒருங்கும்‌ என நிருபித்தால்‌ போதுமானது. 


(10) 


இதனை அடைவதற்கு | у,(х)- y, ,(X)| என்ற உறுப்பை 
கணக்கிடுவோம்‌. 

முதலில்‌. у(х) என்ற ஒவ்வெரரு சார்பின்‌ வரைபடமும்‌ 
R'-லும்‌ இருக்கும்‌. அதனால்‌ அவ்வரைபடம்‌ 7₹-லும்‌: இருக்கும்‌ 
என்பதை. அறிந்து கொள்ள. வேண்டும்‌. у(х) = у, எனில்‌ 
மேற்சொன்ன கருத்து வெளிப்ப டயானது. எனவே 
| 5», (е) | என்ற புள்ளிகள்‌ 


- 78 -ல்‌ இருக்கும்‌, மேலும்‌ 
7[2,2 ()]4 M Ande 
b 1 (x) -x| 55 ய [2, Xo (2 ) | dt | 
? Í [2 Уо (914 


x 





அதாவது]; 0) -э sa. 
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இதுபோலவே (x) — -y sMh என்ற மேற்கண்ட 
சமன்பாடுகளிலிருந்து [7, y, (1) என்ற எல்லா புள்ளிகளும்‌ 
R'- ல்‌ இருக்கும்‌, மேலும்‌ 

БЭ (ISM மற்றும்‌ |¥2(*)-%|= 

அதாவது ly, (x)- Yo|<Mh . 
இதுபோலவே [ya (x)= y| S Mh ,---, y, (x) — |М, 


எனக்‌ காணலாம்‌. மூடிய இடைவெளி மீது வரையறுக்கப்பட்ட 


=| [fy 20 











எந்த: ஒரு தொடர்ச்சியான சார்புக்கும்‌ அவ்விடைவெளியில்‌ 
மீப்பெரு மதிப்பு உண்டு என நாம்‌ அறிவோம்‌. இதன்படி. 
Yi (x) என்பது தொடர்ச்சியான சார்பு என்பதால்‌ A என்ற. 
மாறிலியை 
а = тах | у(х) – у | 
என வரையறுப்போம்‌ அதாவது 
м0) ->у, [5а ஆகும்‌. 

இப்போ து Н У, (1) | ர்‌, У, (2) | என்பன R- உள்ள 

இரு புள்ளிகள்‌ எனில்‌, (8) ன்‌ படி 


И Ls: (7 ) | அ [£ Vo (e) | <k Ly (1)- Yo (ls ka 
மேலும்‌ 


|» (x)— x (x)= | (ZU Olz 


அ 


<ka|x—x, | 
< kah 
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அதாவது |1,(₹)- А (x)|< a(kh) 
இது போலவே 


pe-z- FeO- Dd cay 


xo 


னில்‌ [7,0] Ok- (| sea 
இம்முறையைத்‌ தொடர கிடைப்பது 
pa (O-A n= L23. 


எனவே தொடர்‌ (10)-ன்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ பின்வரும்‌ 
மாறிலித்‌ தொடரின்‌ உள்ள அதனை ஒத்த உறுப்புக்கு 
குறைவாகவோ அல்லது அதற்குச்‌ சமமாகவே இருக்கும்‌. 

| yo |+a +a(kh) + а(ки)? +--: + a(kh)” +: 

லிருந்து மேற்கண்ட மாறிலித்‌ தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ என்பது 
உறுதிப்படுத்தப்படுவதால்‌ தொடர்‌ (10)ம்‌ ஒருங்கும்‌ 
தொடராகும்‌ (ஒப்பீட்டு சோதனைப்‌ படி). எனவே தொடர்‌ (4) 
| ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. (ஆனது y(x) க்கு ஒருங்குவதாக 
எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌ y,(x)— у(х) ஆகும்‌. ஒவ்வொரு 
2,(2)-ன்‌ வரைபடமும்‌ R-i இருப்பதால்‌ у(х)- அதே 
பண்பினைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ என்பது உறுதியாகிறது. எனவே 
(i) நிருபணமாகிறது. 

இப்போது (ii) ஐ நிருபிப்போம்‌. மேலே நிருபித்த ஒருங்கல்‌ 
சீரான ஒருங்கல்‌ (uniform banvergeucc) ஆகும்‌. ஏனெனில்‌ 
— ЁЛ என்பது மூடிய வரம்புடைய இடைவெளி. அதாவது 
Hñ மிகப்பெரியது எனில்‌, அந்த இடைவெளியில்‌ எல்லா Х - 
க்கும்‌. y, (x) ஐ у(х) க்கு மிக. நெருக்கமாக உள்ளவாறு 
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у(х) ஐ உருவாக்கலாம்‌. அதாவது, சுருங்கச்‌' சொன்னால்‌, 
850 கொடுக்கப்படும்‌ போது My என்ற மிகையெண்‌ எல்லா 
77274-க்கும்‌ |y(x)—-y,(x)|<£ என உள்ளவாறு இருக்கும்‌. 
எல்லா y, (x) களும்‌ இந்த இடைவெளியில்‌ சீரான 
தொடர்ச்சியுடையன என்பதால்‌ அவற்றின்‌ எல்லை சார்பு 


Үй (2)-ம்‌ அவ்விடை வெளியில்‌ தொடர்ச்சியுடைய சார்பாகும்‌. 


இப்போது (1)-ஐ முழுவ துமாக: நிருபிக்க, இன்னமும்‌ 
நிருபிக்க வேண்டிய து 


(2) க்கு у(х) ஒரு தீர்வு வாகும்‌. இதற்கு 
y(x)-»- j J| t y(t) |ёг-0 (11) 
என நிருபிப்போம்‌. ஆனால்‌ 
У,(х)- »-| f [2, З (r) а 0-25 (12) 
என நாம்‌ வோல்‌ 


АЫ эг 5 (12)-ன்‌ 


"A -Уу- хяр хи () 4 = y(x)- y, (x) 
+ | ( f] Vn (7) | _ f |, y(t) ])а 


ஆகும்‌. எனவே 
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< у(х) у, (х) 





22 SO), 


-- 


j (Fiesa Ol- 004 


xg 





ஆகும்‌. ரி (2) ன்‌ வரைபடம்‌ RA அமைவதால்‌ அது R- 


ன்‌ உள்ளும்‌ அமையும்‌. எனவே 

y(x)-¥% - Í ЇЇ 22 (13) 
Хо 

У,л(5)-3(8) 








<|y(x)- y, (x)| + тах 
Y, (x) ஆனது y(x) க்கு சீராக ஒருங்குவதால்‌ H -ஐ மிகப்‌ 
பெரிய தாக. எடுக்க (13)-ன்‌ வலப்புறத்தின்‌ இரண்டாம்‌ உறுப்பை 
மிக மிகச்‌ சிறியதாக்கலாம்‌. மேலும்‌ வலப்புறத்தில்‌ முதல்‌ 
உறுப்பு |(5)-»,(3)--0 ஆகும்‌ என்பதால்‌ நமக்கு 
கிடைப்ப து 
y(x)- y- | 7 yG) |a= 0 
Xo 
அதாவது | 
90)-э,-| бу 6-0. 
இதிலிருந்து, தெரிவது என்னவெனில்‌ y(x) ஆனது 
y(x)=y +] SYA] аг தீர்வாகும்‌. 
Xo 
எனவே(11) முழுமையாக. நிருபிக்கப்படுகிறது. 
கடைசியாக இப்போது Gi) ஐ ml ருபிப்போம்‌. 
இதனைநிருபிக்க|*- %, (2 என்ற இடைவெளியில்‌ V(x) -ம்‌ 
(9-ன்தொடர்ச்சியுடைய தீர்வு எனில்‌ y(x)=) (x) என 
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நிருபிக்கவேண்டும்‌. அவ்வாறு நிருபிப்போமானால்‌ (2-க்கு ஒரே 
ஒரு தீர்வுமட்டுமே என்பது நிருபணமாகும்‌. இதற்கு முதலில்‌ 
நிருபிக்க வேண்டியது ӯ(х)-әт வரைபடம்‌ ல்‌ இருக்கும்‌ 
என்பதாகும்‌. அவ்வாறு நிருபித்தால்‌ P(x) ன்‌ வரைபடம்‌ р = 
லும்‌ இருக்கும்‌.முடிந்தால்‌ у(х) -ன்‌ வரைபடம்‌ R -ig 
வெளியில்‌ செல்வதாக எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 





; 
i 
DO xy th J 


а 


எனவே இச்சார்புகளின்‌ பண்புகளிவிருந்து 
(தொடர்ச்சித்தன்மை மற்றும்‌ P(x,)=y), X, என்பது 
|Х--Х, xi — [எனில்‌ |x, —x, |<h, |y(x)— y; Ий மற்றும்‌ 
|y(x)- y КМ எனவும்‌ இருக்கும்‌. இதிலிருந்து 
Б(5)-5| Mh Mh 


> TN | х Хо h 
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ту» ДЗИ 


x, ஆகியவற்றிற்கு இடையில்‌ , என்பது, [x ,y (x )| என்பது 
R-eo இருப்பதால்‌, 


|у (х ) -= yol ИЗ (2) Ы; 


стални ர 


என இருக்கும்‌. இது முரண்பாடானது. ஏனெனில்‌ 
இத்தகைய பண்புகளுடன்‌ எந்த ஒரு புள்ளி 3-ம்‌ இருக்க 
முடியாது. எனவே 9(20)-ன்‌ வரைபடம்‌ ஈக்கு உள்ளேயே | 
அமையும்‌. (iii) ஐ முழுவதுமாக நிருபிக்க y(x) மற்றும்‌ y(x) 
ஆகிய இரண்டுமே (2)-ன்‌ தீர்வுகள்‌ என்பதைப்‌ பின்வருமாறு 





பயன்படுத்‌ துவோம்‌. ‘ 
\y(x)-»(x)|= | fL yG)]- 720] 

y(x) மற்றும்‌ у(х) 4 аваа வரைபடங்கள்‌ R' -56 
உள்ளேயே அமைவதால்‌ 

(x) -у (х) < kh max (2) - у(х) 
ஆகும்‌. எனவே 

тах |y(x)— y(x)| S kh max |7 (x)— у(х) 
இதிலிருந்து தெரிவது என்னவெனில்‌ 

max|y(x)—y(x)|=0 ஆகும்‌. 

அவ்வாறு இல்லை எனில்‌ 18 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. இது 
(9)க்கு. முரணானது. எனவே |x х, [£/-ல்‌ உள்ள எல்லா Л + 
க்கும்‌ у(х)= у(х) ஆகும்‌. 

இப்போது (iii) நிருபிக்கப்படுகிற து. 
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குறிப்பு (1) தேற்றத்தின்‌ எடுகோள்களை பலவீனமாக்குதல்‌ 
(எளிமையாக்குதல்‌) முலம்‌ தேற்றத்தினை வன்மையாக்கலாம்‌. 
(பலமாக்குதல்‌), உதாரணமாக தேற்றத்தின்‌ தேவையைவிட R- 
ல்‌ ஆ-ன்‌ தொடர்ச்சி தன்மை வலிமையானது. மேலும்‌ ஆன்‌ 
தெரடர்ச்சியினை பயன்படுத்தி சமனிலி 9ஐ மட்டுமே பெறப்‌ 

3 | 

பட்டது. எனவே ay g தொடர்ச்சியுடையது என்ற எடுகோளை 
எடுப்பதைவிட சமனிலி (8)20 உண்மையென எடுத்துக்‌ 
கொள்ளலாம்‌. சில மாறிலி களுக்கு, சில சார்புகள்‌ 
தொடர்ச்சியான பகுதி வகையிட முடியவில்லை எனினும்‌, 
சமனிலி (89ஐ நிவர்த்தி செய்வதால்‌ மேற்கண்ட முறையில்‌ 
தேற்றத்தின்‌ தன்மையை மேலும்‌ வலிமையாக்கலாம்‌. 

f (x. )— f (x,y;) 

XY 

என்ற வித்தியாசங்களின்‌ விகிதம்‌ ;-ன்‌ மீது வரம்புடையது 
என இச்சமனிலி (8) கூறுகிறது. இதனை 7-ல்‌ லிப்சிட்ஸின்‌ 
நிபந்தனை (Lipchitz condition) எனக்‌ கூறலாம்‌. 
குறிப்பு 2 

லிப்சிட்ஸ்‌ நிபந்தனையை நீக்கி, ஒ-ன்‌ மீது f (x, y) 

தொடர்ச்சியான து என்று எடுத்‌ துக்‌ கொண்டாலும்‌ தொடக்க 
மதிப்பு கணக்கு (086) தீர்வு உண்டு. இந்தத்‌ தீர்வுக்கு 


பீனோவின்‌ தேற்றம்‌ (Peano theorem) என்று பெயர்‌. மேலும்‌ 
இக்கணக்கின்‌ தீர்வு உள்ளமை. 


உடையதாக இருக்கத்‌ தேவையில்லை. 


ஒருமைத்தன்மை 


உதாரணத்துக்கு பின்வரும்‌ கணக்கைப்‌ பார்ப்போம்‌. 
2 
У =3у?,у(0)=0 On 
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மற்றும்‌ R என்பது |ХЇ Уу ! 1 செவ்வகத்தைக்‌ 
குறிக்கட்டும்‌. இங்கு f(x, y)=y'= ஆ என்பது B-a மீது 
தொடர்ச்சியுடையது மேலும்‌ ந, (2) - x, у= “0 என்பன 
எல்லா Х-550 (14)க்கு இரண்டு தீர்வுகள்‌ என்பதால்‌ தீர்வு 
ஒருமைத்‌ தன்மையுடையது இல்லை என நிருவலாகிறது. 


Ло) (x) _ f (0.y)— (0.0) _ зу 

2i Yz y— 0 У 2: 

என்ற வித்தியாசங்களின்‌ விகிதம்‌ பூச்சியத்தின்‌ 

அண்மையில்‌ .வரம்புடையது அன்று என்பதால்‌ லிப்சிட்ஸ்‌ 

நிபந்தனை பூர்த்தி செய்யப்படவில்லை. இதனால்‌ தான்‌ 
ஒருமைத்‌ தீர்வு இல்லை... 

குறிப்பு3 : Й என்பது சிறியதாக. உள்ள. போது [%-3 <h 

என்ற இடைவெளியில்‌ தேற்றம்‌ A ஆனது தர்வின்‌ 


இணர்‌ பதர்‌ Bpi A த்க்‌ 


மற்றும்‌ ஒருமைத்தன்மை о தேற்றம்‌ (local existence and uniqueness 
theorem) உதாரணத்திற்கு பின்வரும்‌ முதல்‌ வரிசை நேரியல்‌ 
சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
x y'+P(x)y= Q) 

இங்கு P(x) மற்றும்‌ Olx) ஆனது a< x<b என்ற 
இடைவெளியிலும்‌ வரையறுக்கப்பட்டதும்‌ தொடர்ச்சி 
யானதுமான சார்புகள்‌. எனவே இங்கு , ax<x<b எனில்‌ 

f(x,y)=-P(x)y+ Q) 
ஆகும்‌. 
k =max|P(x)|,a<x<b எனில்‌. 
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о) - £0.92) Роду + QG)— Py, +000) 
=|-Р(х)(у — X) | 
«ЕЭ»! | 
எனவே f(x,y) என்ற சார்பு a<x<bimpmiob 
—o9 < y < ௦-ல்‌ லிப்சிட்ஸ்‌ நிபந்தனையை நிவர்த்தி செய்வதுடன்‌ 
தொடர்ச்சியானவை இத்தருணத்தில்‌ தெரடக்க மதிப்பு 
கணக்கு | 
у + PG@)y =О(х), YO) = Yo 
சம்‌ என்ற இடைவெளி முழுவதும்‌ ஒருமைத்‌ бла 
உடையது. இதுவே அடுத்த தேற்றத்தின்‌ சிறப்பு வகையாகும்‌.. 
தேற்றம்‌ B a<x<h மற்றும்‌ -o<y<o என்ற 
பட்டை (Strip) 
மீது f(x,y) என்ற சார்பு தொடர்ச்சியுடையது மேலும்‌ 
லிப்சிட்ஸ்‌. நிபந்தனையான . | 
| £(x,y,)— f (x, y) கீ] y ந, 1—90 
நிவர்த்தி செய்கிறது என்க. இந்த. பட்டையில்‌ .ஏதேனும்‌ 
ஒரு. புள்ளி (Х,,у,) எனில்‌ 
у= f(x,y),y(x,)= x 
என்ற தொடக்க மதிப்பு கணக்கு q<x<bh என்ற 
நிருபணம்‌: இக்கேற்றத்தின்‌ தள்‌ தேற்றம்‌ A aS 
நிருபணத்தை ஒத்தது. ஒரே ஒரு விசயம்‌ В. 
உள்ள செவ்வகம்‌ வரம்புடையது ஆனால்‌ இத்தேற்றத்தின்‌ 
செவ்வகம்‌ மேல்வரம்போ அல்லது கீழ்வரம்போ உடையது 
அன்று. எனவே அத்தேற்றத்தின்‌ நிருபணத்தைப்‌ போன்றே 
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ஆரம்பித்து a<x<b என்ற இடைவெளி முழுவதும்‌ தொடர்‌ 
(4)ஐ சீராக ஒருங்கும்‌ எனக்காட்டுவதால்‌ தொடர்முறை (3) 
சீராக ஒருங்கும்‌ என நிருபிப்போம்‌. (10)-ன்‌ உறுப்புகளை 
வேறுவிதமான முறையில்‌ மதிபிடுவதன்‌ மூலம்‌ இதனை 
அடைவோம்‌. முதலில்‌ M M, மற்றும்‌ М என்ற எண்களை 
பின்வருமாறு வரையறுப்போம்‌. 
М, =| J |;M, = max | y (x)|, M =M, +M, 
இதனால்‌ | у,(х)|< М எனவும்‌ уб) —y, (x) ЄМ எனவும்‌ 
ஆகும்‌. இப்போது x,<x<b எனில்‌. 


(09-00 Їл» O-n Aa 


Fea (0)]- ry ])|a: 





4 
< fry, - PA 
Xo 
«| ма 
| “Хо 
|, (x)— y, (x) |= М(х —x,) 


இப்போ து 


1569-»,00|- ў f[ty.()]-s[4» (0])4 
<Je] aoa 
< fel, 0-70] 


Xo 
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< е4 


<M | @-x,)at 


xo 


அதாவது. 


| 2 
| y(x) -y x) |$ pM 
எனவே பொதுவாக 


n-i (Х- xs 
|y, (x) - ¥ (x) |< k" maa 


இப்போது Х-Х, ஐ |х-х, | ஆல்‌ நீக்க a< 230 
என்ற இடை வெளியில்‌ மேற்கண்ட அனைத்தும்‌ 
செல்லத்தக்கவை ஆகும்‌. எனவே 


n-l х= х5 
12,0) y, G) IK கு hi 


a<x<b என்பதால்‌ |x— x |< (b-a) ஆகும்‌: 
7--]1,2,3,-- எனில்‌ 
hea 
-ye M ЭГ cM ED 
(n—1)! (1-1) 
இதிலிருந்து தெரிவது என்னவெனில்‌ தொடர்‌ (10)-ல்‌ 
உள்ள ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ .அதற்கு ஒத்த பின்வரும்‌ 
தொடரில்‌ உள்ள உறுப்பை விட சிறியது அல்லது அதற்குச்‌ 
சமம்‌ என்பதாகும்‌. 
Базы ЕС 
M +M +kM +M (b-a) kM CZD -2 EMO ae АЖ 
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தெரடர்ச்சி உடையது. மேலும்‌ அதன்‌ எல்லை у(х) ஆகும்‌. 
தேற்றம்‌ & ல்‌ உள்ளது போலவே ஒவ்வொரு ந (х) 
தொடர்ச்சியுடையது எல்லைச்‌ சார்பு சமன்பாடு (15)-ன்‌ ஒரு 
தீர்வு ஆகும்‌. 

தேற்றத்தை நிறைவு செய்ய இன்னமும்‌ நிருவ வேண்டியது 
y(x) என்ற. ஒரே ஒரு தீர்வு உண்டு என்போம்‌. இதற்கு 
முடிந்தால்‌, சமன்பாடு (15)க்கு மற்றொரு: தீர்வு y(x) உண்டு 
என்போம்‌. எனவே நாம்‌ நிருபக்க வேண்டியது இடைவெளியில்‌ 
உள்ள எல்லா க்கும்‌ y(x)=Y(x) என்பதே. 

இதற்கு, எல்லா %-க்கும்‌ н-»со எனில்‌ y,(x)—> y (x) 
என முதலில்‌ நிருபிப்போம்‌. இவ்வாறு நிருபித்தாலும்‌, и — оо 
எனில்‌ у, (х) — у(х) என நாம்‌ ஏற்கனவே தெரிந்திருப்பதாலும்‌, 
எல்லா க்கும்‌. Y(x)=y(x) ஆகும்‌. у(х) ஆனது 
தொடர்ச்சியுடைய சார்பு மேலும்‌ அது 

У(5)-355157 55604 

xo 

என்ற சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும்‌. 
А= тах |у(х)- y, |: என்க... ஐ ௨5ம்‌ எனில்‌ 
lya) G) ||(7/[.y(0]- F100) Dat 
Хо, 1. 
|| 2 65(91-7 0) 

ху 

j 


|у (0) -yo (at < | kaa: 


: 
அதாவது | УСО)-У,(Х)|  КД(Х-хХ,). 
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இதுபோலவே 

| V(x) — y, (x)|= {g ka y(t) |- of je y, ()])4 
х ол-ла 
<fi 





ЧУ-эх («саха 


PAREI l. pe) PAS х) 


எனவே, பொதுவாக 


70-ə (ева E 


а5х5х என இருப்பினும்‌ மேற்கண்ட முடிவு 
பொருந்தும்‌. எனவே இடைவெளியில்‌ உள்ள எந்த %-க்கும்‌ 


ஏடி. (oe pra | реи 0—9)" 
|5(5)-»,(5)Её A ee A x 
ஏனெனில்‌ | х– х, |" (Б аў”. 
மேற்கண்ட சமனிலியின்‌ வலப்புறம்‌, и > со எனில்‌, 
பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. எனவே எல்லா க்கும்‌ 
У(5)-у (x). அதா வது у(х) என்ற ஒரே ஒரு தீர்வு மட்டுமே 


உண்டு இதன்‌ முலம்‌ தேற்றம்‌ முழுவதுமாக 
நிருபிக்கப்படுகிறது. 
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(2) 


1. 
=——sinx 
* 3 


y= —3x 
நா த =0 
+k y 2 0 


அத்தியாயம்‌-2 


(1) 


Сувхэ23 


அத்தியர்யம்‌-3 


0) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(a) 
(6) 


(2) 
(9) 


У =c Sin Yx + c, cos x 
y= ee > ce” 
>= OX +е,х : 

(1 SL 
y=cx 2 sin x+ x 2 cosx 
у= c,x+ ௨௪” 


у= 6 ஷு 
у= се“ + с,х?е“ 

е e [-2х+[ гоа |а 
У= сё“ нае [е J 
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அத்தியாயம்‌-4 
நரல்‌ 3 
1 | | е орх хе 
ப ஆத ЕЕЗ 20 

(0) y, =-e* (8x? +4x+1) 

(6): y, சட்னி sin2x +e" cos 2x log(cos 2x) 
(2) (9) y=axte (x ர Хал. 

2) узахже தர்‌ 
(Б) y=oe"+e,x" -к-1-28 


அத்தியாயம்‌-6 


(1) sza (а зе ட 12 G 3 


அச 3! 
| $i хх 
=]+ — வ்‌ "நர வம te | = T үе” 
(а, Л X + T Т 1-(4,-16 
(2) . 3 £௮%,ஒப்பீட்டில்‌ வித்தியாசம்‌ ஏதுமில்லை 
oe ட ர்‌. றம்‌ | | 
(4 = — —— + — ан, = —-x+-——-— —4+ — +=: |+ 2-1 
(3 Ус ee அ 
=e*+x-] | 
அத்தியாயம்‌-7 


= @,(i+tan™ x)+a,x 


2. 4 6 
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21 4 (n+1)a,,, — 3, 





(4) ணன (и *042) | 
(а) y, (x)= 925 3 oS = таа 
4 
@ ANTE “үүл 4 2. НЫ nee 
அத்தியாயம்‌-8 
1..2 ஜி) х= 0,х 1 ஆகியன ஒழுங்கான புள்ளிகள்‌, 


X=—] என்பது ஒழுங்கற்ற புள்ளி. 


(Б) х=0 என்பது ஒழுங்கற்ற புள்ளி. 


2. (a) x=0 என்பது சாதாரண புள்ளி. 
(5) х=0 என்பது ஒழுங்கான ஒருமைப்புள்ளி. 
(c) x=0 என்பது சாதாரண புள்ளி. 
3. (a) j= (1-24. sin 
31:23! 
es 
ү) — 1] —-— + —_-_-..-= 
y, (x) 21 4! 00847 
| 21 
(6) у(х 33 ர அக த 255520. 
уб) = 355740 
У,(х)-1-3х-4-2х7 +- 
>. т(т-1)-2т-2-0,т,-2,т,-1 
அத்தியாயம்‌-9 
1 гс 1 ௮ 3 
t te) ந 92௪” +é,x2e" logx 
х? х“ 6. : 
2 =]: - 
(a) у =1 3151 ச நச х siny 


(6) x Аааа ы | 


2 4 8 | 
(௦) Yi = [டதத sin х? 
x хас 2 
У, இக்க нэ 
விதம்‌! பசில்‌ 
3. yU 22.21 24 அது 
Ef ல்‌ 4 | a 
4. у(х) = x? (அதவ) =x)? sinx 
у(х) = x 2 = x 2 cos x 
அத்தியாயம்‌-10 


| 151221 ட அன்‌ ETE. | 
2(a) y=¢,F| —,1,—,—x |+e, (-x)2 Е11,-,2--х 
(a) y=, Ё 25: J eal y | 272 х) 


(9) 











அத்தியாயம்‌-1 1 


1. x =o என்பது ஒரு ஒழுங்கற்ற ஒருமைப்புள்ளி. 
அத்தியாயம்‌-13 


1. (ஐ. JER Во) > Ра) 


Ф) f= 6 —e")P,(x) +3e "PB (x)+ (е –35е')Р.(х)+-:. 


е 
OORO 
Јб)= (3-1)л0)-34, (x) 
L= (2 -рө )- Gay 0) : 


அத்தியாயம்‌-16 


அத்தியாயம்‌-17 


L இக்‌ அச 

· page” — e 
(с) х=3е* +26”; 
зу = Зе“ – 2e 


2 (8) x= 2c,e" மன்‌ 
3322-௪” 
(J х-2с6"-с,6 +31- 2: 
=3¢,e" —c,e' —2t+3 
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3. x= e 


ЖЭ 
= CoE 


அத்தியாயம்‌-18 


1 (a) ட்டே 406” (b) x= Iae +0, 1! +27 Je”; 


ப ப க 0 : னறத எ 2, "H 
1 = Ç 12 + се y = се Cle 


(с) x=3e, tee” 
(d) x=e"(¢,c0s 2t +c, sin 21) ` 
y =e" [o (sin 2t — cos 2¢) —c, (sin 2 + сов2/)| 
அத்தியாயம்‌-19 


2х. 


ша p(x)= с +с,е > 
(5) ó(x) =e ( ௦, Cox +c, sin х) 
ш) Ф) овче 


2 (а) Ф) = Уе -(100)ю | 
rs | 
k=1,2,-:-,100 


(Б) фх)= де? +e ree нс 


௦) éQG)=(c,+cx)e *+c,? 
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அத்தியாயம்‌-20 


l. y= e* -1 
y (x) = x° 
4 





хо 6 
x) = x +-— + —— 
уд )= 2 2. 3 
ae பரணை ம 32 
(x)= х2 +—+—+— 
мин 2 2-3 2.3.4 


3 2 
2(а) у,(х) கல்‌ же гэ (e* =x—1}+e 


+ x | 
2! 3! (n+l)! 


b ல்ல Maes 
(0) у, (х) = а ரது 





ntl 





| Dit xr 


; x х?" 
3. — as” J : s e НЭР ч 
(а) y,(x)= 5) ЭР in taah medi ё 
< 4 


$) y(x)=(sinx-—x)+1+x+ = 


(х) = —| cosx—1+— +++ +— 
y(x) Í a Е 


a x сэрээ 
СЕ хе) ХЭН 


a joy au 
(с) y,(x)= пан அன்பு 
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